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Sur le morphisme de Barth
Joseph Le Potier et Alexander Tikhomirov
1. Introduction
Soit n un entier ≥ 2. Etant donne´ un faisceau semi-stable F de rang 2 et de classes de
Chern c1 = 0, c2 = n sur le plan projectif complexe, la cohomologie H
q(F(i)) est nulle pour
q = 0 et i ≤ 0, ou pour q = 2 et i ≥ −2. Il re´sulte du the´ore`me de Riemann-Roch que
dimH1(F(−1)) = dimH1(F(−2)) = n, et dimH1(F) = n−2. On dit qu’une droite ℓ ⊂ P2 est de saut
pour F si la restriction F|ℓ n’est pas isomorphe au fibre´ trivial de rang 2 sur ℓ. Cohomologiquement
ceci signifie aussi H1(F(−1)|ℓ) 6= 0 de sorte que l’ensemble des droites de saut de F est le support
du conoyau du morphisme canonique de faisceaux localement libres de rang n sur le plan projectif
dual
H1(F(−2))⊗ OP∗2 (−1)
✲ H1(F(−1))⊗ OP∗2 .
D’apre`s le the´ore`me de Grauert et Mu¨lich [2], ce support est de dimension 1 : autrement dit, le
de´terminant du morphisme ci-dessus de´finit une courbe βF de degre´ n dans le plan projectif dual
qu’on appelle la courbe des droites de saut de F.
On de´signe par Mn l’espace de modules des classes de S-e´quivalence (cf. §2) de faisceaux semi-
stables de rang 2 et de classes de Chern (0, n) sur P2. C’est une varie´te´ projective irre´ductible et
normale de dimension 4n− 3, localement factorielle [5]. Les points qui repre´sentent des faisceaux
singuliers constituent une hypersurface ∂Mn. On conside`re d’autre part le syste`me line´aire complet
Cn des courbes de degre´ n dans le plan projectif dual : c’est un espace projectif de dimension
1
2n(n+ 3). On dispose d’un morphisme β : Mn
✲ Cn qui associe a` la classe d’e´quivalence d’un
faisceau semi-stable F la courbe βF de ses droites de saut : c’est le morphisme de Barth. On sait que
ce morphisme est un isomorphisme pour n = 2, et que pour n = 3, c’est un morphisme de degre´ 3.
Pour n ≥ 2, on sait par ailleurs [13] que la restriction de β a` l’ouvert des faisceaux localement libres
(obligatoirement µ−stables) est quasi-fini. La courbe des droites de saut d’un faisceau singulier
est obligatoirement re´ductible ; ainsi, le morphisme de Barth est un morphisme fini au-dessus de
l’ouvert des courbes irre´ductibles. On sait d’autre part d’apre`s Barth [3] que l’image de β rencontre
l’ouvert des courbes lisses.
Le but principal de cet article la de´monstration du the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.1. — Pour n ≥ 4, le morphisme de Barth est ge´ne´riquement injectif.
Ceci signifie qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U de Mn tel que la restriction de β a` U
soit injective. On sait par ailleurs que l’image re´ciproque du fibre´ O(1) est le fibre´ de´terminant D
de Donaldson. Les nombres de Donaldson du plan projectif sont de´finis par
q4n−3 =
∫
Mn
c1(D)
4n−3
et sont maintenant bien connus [6], [7], [18]. On a par exemple
q13 = 54, q17 = 2540, q21 = 233208.
Corollaire 1.2. — L’image de morphisme de Barth est une sous-varie´te´ ferme´e de Cn de
dimension 4n− 3 et de degre´ q4n−3.
La varie´te´ L = β(M4) est donc une hypersurface irre´ductible de C4 = P14, de degre´ 54,
constitue´es de quartiques dites de Lu¨roth : les courbes ge´ne´riques de L sont les quartiques lisses
qui sont circonscrites a` un pentagone complet (cf. §5.4). De meˆme, les courbes ge´ne´riques de
β(M5) sont les quintiques lisses circonscrites a` un hexagone complet : ce sont les quintiques dites
Joseph Le Potier et Alexander Tikhomirov
de Darboux ; la varie´te´ β(M5) est une sous-varie´te´ ferme´e de codimension 3 de C5 = P20 de degre´
2540.
Le the´ore`me (1) se de´montre par re´currence sur n, a` partir du cas n = 4, qui n’est nullement
e´vident. Pour n = 4, il s’obtient en mettant en e´vidence un diviseur D2 ⊂ Mn satisfaisant aux
conditions suivantes, sur un ouvert non vide D∗2 de D2 :
— les fibres de β qui rencontrent D∗2 sont re´duites a` un point.
— le morphisme β est non ramifie´ en tout point de D∗2.
En particulier, la restriction de β a` cet ouvert D∗2 est injective. La construction d’un tel diviseur
re´sulte de l’e´tude de l’image re´ciproque β−1(S4) de l’hypersurface S4 ⊂ C4 des quartiques
singulie`res ; cette hypersurface a trois composantes irre´ductibles dont l’une est le bord ∂Mn et
deux autres composantes irre´ductibles note´e D1 et D2. La composante D2 apparaˆıt en fait avec
multiplicite´ 2, et le bord ∂M4 avec multiplicite´ 3 (cf. the´ore`me 6.10). Les points du diviseur D2 sont
les classes des faisceaux semi-stables F de rang 2, de classes de Chern (0, 4) qui ont au moins une
droite de saut ℓ d’ordre ≥ 2, c’est-a`-dire telle que dimH1(F(−1)|ℓ) ≥ 2. Une description commode
des composantes D1 et D2 s’obtient a` partir de la description de M4 comme contraction d’un
espace de modules S4 de syste`mes cohe´rents semi-stables (Γ,Θ) ou` Θ est faisceau cohe´rent pur de
dimension 1 de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ = 6, dont l’ide´al de Fitting de´finit une conique
c (appele´e support sche´matique de Θ) et Γ un sous-espace vectoriel de dimension 2 de H0(Θ) (cf.
the´ore`me 4.9). Un point ge´ne´ral de D2 provient d’un syste`me line´aire (Γ,Θ) ou` Θ est un faisceau
inversible de degre´ total 5, semi-stable sur une conique singulie`re c de P2. Nous avons en fait
ge´ne´ralise´ cet e´nonce´ au sous-sche´ma Pn ⊂ Mn des faisceaux de Poncelet, dont peut de´crire une
modification en introduisant l’espace de modules Sn des syste`mes cohe´rents semi-stables (Γ,Θ) ou`
Θ est un faisceau cohe´rent pur de dimension un dont le support sche´matique est une conique, de
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ = n+2, et Γ un sous-espace vectoriel de dimension 2 de H0(Θ).
Les sche´mas Sn et Pn sont des varie´te´s irre´ductibles et normales de dimension 2n+5 et on dispose
d’un morphisme birationnel Sn ✲ Pn. Dans le cas n = 4, on a P4 = M4 et ce morphisme est
l’e´clatement de la sous-varie´te´ des faisceaux spe´ciaux. D’autres proprie´te´s ge´ome´triques de Sn et
Pn sont de´crites dans les propositions 4.5 et 4.8.
Pour n ≥ 5, on e´tudie le comportement des fibres de β au voisinage d’un point suffisamment
ge´ne´ral de B = β(∂Mn). Les points de ∂Mn repre´sentent des faisceaux singuliers ; ceux qui n’ont
qu’un seul point singulier s’inse`rent dans une suite exacte
0 ✲ F ✲ E ✲ k(x) ✲ 0
ou` x est le point singulier de F, k(x) le faisceau structural du point x, et E le bidual de F; ce
faisceau localement libre E est stable de classes de Chern c1 = 0, c2 = n− 1. La courbe des droites
de saut de F est alors βF = βE+ xˇ, ou` xˇ est la droite du plan projectif dual P
∗
2 de´finie par le pinceau
de droites de P2 passant par x. Ainsi, un point ge´ne´ral de Y repre´sente une courbe de degre´ n qui
se de´compose en une droite et la courbe, de degre´ n− 1, des droites de saut de E. Un re´sultat de
Strømme permet d’affirmer qu’au-dessus d’un point ge´ne´ral q de B, on ne trouve que des classes
de faisceaux F singuliers, et ceci en un seul point ; l’hypothe`se de re´currence permet de dire que le
faisceau localement libre E et le point singulier sont parfaitement de´termine´s a` isomorphisme pre`s
par la courbe q ; la fibre β−1(q) est alors isomorphe a` la droite projective P1 = P(Ex) ainsi associe´e
(1) Le the´ore`me 1.1 est vrai en fait si le corps de base k est alge´briquement clos et de caracte´ristique
0, ce qu’on supposera de´sormais.
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a` q. On conside`re alors la factorisation de Stein
Mn
β˜ ✲ C˜n
❅
❅
❅
❅
❅
β
❘
Cn
ν
❄
Le morphisme β˜ est birationnel ; au-dessus d’un point ge´ne´ral q ∈ Y, la fibre de ν est re´duite a` un
point. On est ramene´ a` prouver qu’au-dessus d’un ouvert non vide de Y, le morphisme ν est non
ramifie´ : c’est la principale difficulte´ de la de´monstration. Nous traduirons en fait directement sur
β comment interpre´ter cette condition de non ramification (cf. proposition 13.1).
Les faisceaux de Poncelet ainsi que les faisceaux de Hulsbergen, jouent un grand roˆle dans
l’e´tude pre´sente´e ici. Un faisceau semi-stable F de rang 2 et classes de Chern (0, n) sur le plan
projectif est dit de Poncelet si F(1) a au moins deux sections line´airement inde´pendantes. Comme
nous l’avons de´ja` dit, les faisceaux de Poncelet constituent un sous-sche´ma ferme´ irre´ductible Pn
de Mn de dimension 2n+5 si n ≥ 4(cf. proposition 4.8) ; pour n = 4, tous les faisceaux semi-stables
sont de Poncelet. M. Toma a de´montre´ dans [24] que pour n ≥ 5 la restriction du morphisme de
Barth a` ce ferme´ Pn est encore ge´ne´riquement injective (
2). L’image de Pn est la varie´te´ des courbes
dites de Poncelet de degre´ n ; les courbes lisses qui passent par les sommets d’un polygoˆne a` n+1
coˆte´s circonscrit a` une conique lisse forment un ensemble dense dans le ferme´ β(Pn) des courbes de
Poncelet. Le calcul du degre´ de cette sous-varie´te´ ferme´e irre´ductible β(Pn) de dimension 2n + 5
de Cn se rame`ne encore a` un calcul de nombres d’intersection sur la varie´te´ Mn. Par exemple, pour
n = 5, il existe un faisceau universel F sur M5 × P2, et le degre´ de β(P5) est donne´ par∫
M5
c2(pr1!(F(1)))c1(D)
15.
Les faisceaux dits de Hulsbergen sont les faisceaux semi-stables F de rang 2 et de classe de
Chern (0, n) tels que F(1) aient au moins une section non nulle. Si n ≤ 5, c’est le cas de tous les
faisceaux semi-stables ; pour n ≥ 6 ils constituent (cf. [17], the´ore`me 4.7) un ferme´ irre´ductible
Hn de Mn de dimension 3n + 2. L’image de Hn par le morphisme de Barth β est encore un
ferme´ irre´ductible de dimension 3n+2 qui contient comme ensemble dense les points repre´sentant
les courbes lisses de degre´ n passant par les sommets d’un polygoˆne quelconque a` n + 1 coˆte´s ;
ces courbes sont appele´es courbes de Darboux de degre´ n. Une question inte´ressante qui a` notre
connaissance n’est pas re´solue est de de´terminer si la restriction de β au ferme´ Hn est encore
ge´ne´riquement injective. Pour n = 5, on a H5 = M5 et ceci est donc vrai. Si c’e´tait encore le cas
pour n ≥ 6, le degre´ du ferme´ des courbes de Darboux pourrait encore se calculer comme nombre
d’intersection sur l’espace de modules Mn.
Voici le plan de cet article : les sections 2 et 3 sont consacre´es a` des rappels sur la notion
de stabilite´ et semi-stabilite´ des faisceaux alge´briques cohe´rents et des syste`mes cohe´rents. Dans
la section 4, nous e´tudions les faisceaux de Poncelet et les singularite´s des courbes de Poncelet
de degre´ n associe´es a` ces faisceaux de Poncelet dans la section 5 : l’e´nonce´ obtenu e´tend aux
syste`mes cohe´rents conside´re´s dont le support sche´matique peut eˆtre une conique singulie`re un
re´sultat bien connu (cf. Maruyama [20], Trautmann [25], Valle`s [27]) pour les syste`mes line´aires
sur les coniques lisses. Ceci permet l’e´tude dans la section 6 du diviseur de M4 des faisceaux semi-
stables dont la courbe des droites de saut associe´e est singulie`re. Les sections 7 et 8 sont la cle´ de la
de´monstration dans le cas n = 4 : on associe a` une quartique singulie`re ge´ne´rale q l’unique conique
(2) Curieusement, la de´monstration de M. Toma ne marche pas pour n = 4.
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p qui passe par les 6 points de contact des tangentes issues du point singulier ; e´crire que cette
conique est singulie`re revient a` e´crire que la quartique q est la courbe des droites de saut d’un fibre´
de Poncelet associe´ a` un pinceau de diviseurs de degre´ 5 sur une conique singulie`re ; de plus, cette
conique singulie`re et le pinceau sont de´termine´s de fac¸on unique a` partir de la quartique. Cette
pre´sentation simplifie beaucoup l’esquisse que nous avions pre´sente´e dans [16]. De plus le point
fondamental de la de´monstration, a` savoir le calcul du rang de β au point ge´ne´rique du diviseur
D2 n’y e´tait pas aborde´. C’est l’e´tude des e´quations du ferme´ β(D2) qui permet de calculer ce rang
dans la section 9 : on montre qu’au-dessus d’une telle quartique de Lu¨roth, le morphisme de Barth
est non ramifie´ ; ceci s’obtient par un calcul de de´rive´e, en de´formant la conique et le pinceau. Dans
les sections 10 a` 14 on de´montre, par re´currence sur n, le the´ore`me principal.
2. L’espace de modules MX(c)
On rappelle ici les notions de stabilite´ et semi-stabilite´ [22]. Soit (X,OX(1)) une varie´te´
projective lisse polarise´e de dimension n.On de´signe par K(X) le groupe de Grothendieck des classes
de OX-modules cohe´rents ; il est e´quipe´ de la forme quadratique entie`re q de´finie par q(u) = χ(u
2),
dont la forme polaire associe´e est note´e 〈 , 〉. Si F est un faisceau alge´brique cohe´rent sur X, on
de´signe par PF le polynoˆme de Hilbert de F. Si Y est une section hyperplane, on de´signe par h
la classe de OY , de sorte que 〈F, h
i〉 est la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de la restriction de F
a` une intersection comple`te ge´ne´rale de i sections hyperplanes. Le polynoˆme de Hilbert de F est
donne´ par la formule
PF(m) = 〈F, (1 − h)
−m〉 =
∑
n≥i≥0
Cim+i−1〈F, h
i〉
Ces de´finitions s’e´tendent aux classes de Grothendieck c ∈ K(X). Le noyau de la forme quadratique
q est constitue´ des classes c ∈ K(X) dont le rang et les classes de Chern, vues dans l’anneau
d’e´quivalence nume´rique sont nuls. En particulier, le polynoˆme de Hilbert d’une telle classe est
identiquement nul. On de´signe par Knum(X) l’alge`bre quotient
Knum(X) = K(X)/ker q.
Sur Knum(X) la forme quadratique a encore un sens ; de meˆme, le polynoˆme de Hilbert Pc d’une
classe c ∈ Knum(X) a un sens. Si la varie´te´ X est une surface, et si c ∈ Knum(X) a pour rang r,
classe de Chern c1 et caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ, la forme quadratique et le polynoˆme de
Hilbert sont donne´s par les formules suivantes :
q(c) = 2rχ+ c21 − r
2χ(OX)
Pc(m) =
1
2
〈c, h2〉m(m+ 1) + 〈c, h〉m+ χ.
Quand X est le plan projectif, la classe h est la classe du faisceau structural d’une droite ; on a
K(X) = Z3 et la forme quadratique ci-dessus est unimodulaire. Alors Knum(X) = K(X).
De´finition 2.1. — Soit F un faisceau alge´brique cohe´rent de dimension d (3) sur X. On
appelle multiplicite´ de F le nombre entier r de´fini par r = r(F) = 〈F, hd〉.
Si le faisceau F est sans torsion, on a r = rang(F).degre´ (X). Si F est de dimension n − 1, la
multiplicite´ r est aussi le degre´ de la varie´te´ de Fitting de F. Une classe de Grothendieck c de K(X)
est dite de dimension ≤ d si elle appartient a` l’ide´al FdK(X) engendre´ par les classes des faisceaux
(3) La dimension d’un faisceau alge´brique cohe´rent est la dimension de son support.
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cohe´rents de dimension ≤ d. Si c est de dimension d, la multiplicite´ de c est le nombre 〈c, hd〉. Une
classe de Grothendieck c ∈ K(X) est dite ≥ 0 si le polynoˆme de Hilbert
m 7→ 〈c, (1 − h)−m〉
est ≥ 0; s’il n’est pas nul, ceci signifie qu’il existe un entier j ≥ 0 tel que 〈c, hi〉 = 0 pour i > j
et 〈c, hj〉 > 0. Les classes c de polynoˆme de Hilbert nul constituent un sous-groupe N de K(X).
La relation ci-dessus de´finit une relation d’ordre sur le groupe abe´lien quotient K(X)/N. On e´crit
c ≡ 0 si c est de polynoˆme de Hilbert nul.
De´finition 2.2. — (Purete´) Un OX-module cohe´rent F de dimension d est dit pur s’il n’a
pas de sous-module cohe´rent non nul de dimension < d.
De´finition 2.3. — (Semi-stabilite´) Soit F un OX-module cohe´rent de dimension d, de
multiplicite´ r et classe de Grothendieck c. On dit que F est semi-stable si
(i) il est pur de dimension d
(ii) pour tout sous-module cohe´rent non nul F′ ⊂ F , de classe de Grothendieck c′ et de
multiplicite´ r′, on a
c′
r′
≤
c
r
On de´finit de meˆme la notion de stabilite´ en demandant l’ine´galite´ stricte lorsque F′ est
distinct de F.
Soit c ∈ Knum(X) une classe de Grothendieck de dimension d et de multiplicite´ r. On
conside`re la cate´gorie des faisceaux semi-stables F de dimension d, de multiplicite´ r tels que
rc(F) ≡ r(F)c. C’est une cate´gorie abe´lienne, artinienne et noethe´rienne. Elle a donc des filtrations
de Jordan-Ho¨lder. Deux faisceaux cohe´rents F et G sont dit S-e´quivalents s’ils ont meˆme classe de
Grothendieck et si leurs gradue´s de Jordan-Ho¨lder sont isomorphes.
The´ore`me 2.4. — Soit c ∈ Knum(X).
(i) Il existe un espace de modules grossier MX(c) pour les faisceaux semi-stables F de dimension
d, de classe de Grothendieck c.
(ii) L’espace de modules MX(c) est un sche´ma projectif dont les points sont les classes de
S-e´quivalence de faisceaux semi-stables.
Ce re´sultat, e´nonce´ sous une forme voisine, est de´montre´ avec cette ge´ne´ralite´ par C. Simpson
[22] ; il e´tend l’e´nonce´ bien connu de Gieseker et Maruyama [19].
3. Syste`mes cohe´rents
Soit (X,OX(1)) une varie´te´ alge´brique projective et lisse, de dimension n, polarise´e.
De´finition 3.1. — On appelle syste`me cohe´rent de dimension d sur X un couple Λ = (Γ,F)
forme´ d’un faisceau alge´brique cohe´rent F de dimension d sur X et d’un sous-espace vectoriel
Γ ⊂ H0(F).
Un morphisme de syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,F) ✲ Λ′ = (Γ′,F′) est la donne´e d’un
morphisme de faisceaux alge´briques cohe´rents f : F ✲ F′ tel que f(Γ) ⊂ Γ′. Les syste`mes
cohe´rents constituent une cate´gorie additive. On peut la plonger dans une cate´gorie abe´lienne en
introduisant la notion de syste`me alge´brique [9] : un syste`me alge´brique est un triplet Λ = (Γ, i,F)
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ou` F est un faisceau alge´brique, Γ un espace vectoriel et i : Γ ✲ H0(F) une application line´aire.
Un morphisme de syste`mes alge´briques
Λ = (Γ, i,F) ✲ Λ′ = (Γ′, i′,F′)
est un couple (f, g) ou` f : Γ ✲ Γ′ est une application line´aire et g : F ✲ F′ un morphisme de
faisceaux alge´briques tels que le diagramme
Γ
f ✲ Γ′
H0(F)
i
❄
g✲ H0(F′)
i′
❄
soit commutatif. Les syste`mes alge´briques constituent une cate´gorie abe´lienne qui a suffisamment
d’objets injectifs. En particulier, on peut de´finir, e´tant donne´s deux syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,F)
et Λ′ = (Γ′,F′) les espaces vectoriels Extq(Λ,Λ′). Ce sont des espaces vectoriels de dimension finie,
et on a une suite exacte longue
0 ✲ Hom(Λ,Λ′) ✲ Hom(F,F′) ✲ Hom(Γ,H0(F′)/Γ′) ✲
Ext1(Λ,Λ′) ✲ Ext1(F,F′) ✲ Hom(Γ,H1(F′)) ✲ . . .
On associe a` un syste`me cohe´rent Λ = (Γ,F) la classe de Grothendieck dans K(X)
c(Λ) = dimΓ + c(F)
De´finition 3.2. — Un syste`me cohe´rent Λ = (Γ,F) de dimension d est dit semi-stable si F
est pur de dimension d et si pour tout sous-module F′ ⊂ F non nul de multiplicite´ r′, on a, en
posant Γ′ = Γ ∩H0(F) et Λ′ = (Γ′,F′)
c(Λ′)
r′
≤
c(Λ)
r
Ceci signifie donc que
dimΓ′
r′
≤
dimΓ
r
et en cas d’e´galite´
c(F′)
r′
≤
c(F)
r
.
Quand on fixe le polynoˆme de Hilbert de F on obtient une famille de syste`mes cohe´rents semi-
stables (Γ,F) qui est limite´e. On peut e´videmment de´finir la notion de filtration de Jordan-Ho¨lder
pour de tels syte`mes cohe´rents : ceci tient encore au fait qu’une classe c ∈ K(X) de dimension d et
de multiplicite´ r e´tant donne´e la cate´gorie S(c) des syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,F) de multiplicite´
r tels que rc(Λ) ≡ r(F)c est une cate´gorie abe´lienne, noethe´rienne et artinienne. Deux syste`mes
cohe´rents de dimension d et multiplicite´ r sont S-e´quivalents s’ils ont meˆme classe de Grothendieck
et si leur gradue´ de Jordan-Ho¨lder sont isomorphes. Soient k un entier, et c ∈ Knum(X) ; il existe
alors pour les syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,F) tels que dim Γ = k, c(F) = c un espace de modules
grossier SystX(c, k) ; c’est un sche´ma projectif dont les points sont les classes de S-e´quivalence de
syste`mes cohe´rents semi-stables [15], [9].
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4. Faisceaux de Poncelet
Soit n un entier ≥ 4. On conside`re l’espace de modules Mn des classes de S−e´quivalence de
faisceaux semi-stables de rang 2, de classes de Chern (0, n) sur le plan projectif. C’est une varie´te´
irre´ductible de dimension 4n− 3 ; elle est lisse si n est impair ; quand n est pair, elle est normale et
localement factorielle ; son lieu singulier est de dimension 2n et constitue´ des classes d’e´quivalence
de faisceaux strictement semi-stables. Dans cet espace de modules, les classes qui se repre´sentent
par un faisceau singulier constituent une hypersurface note´e ∂Mn.
Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0, n). On a H2(F(j)) = 0
pour j ≥ −3. La suite des nombres de Hodge j 7→ dimH1(F(j)) d’un tel faisceau semi-stable
est strictement de´croissante pour j ≥ 0 jusqu’a` ce qu’elle s’annule (cf. [10], lemme 1.1) ; pour
1 ≤ j ≤ n− 2 on a donc dimH1(F(j)) ≤ n− 2− j, et pour j ≥ n− 2 on a H1(F(j)) = 0. D’apre`s
la formule de Riemann-Roch, on a en outre
dimH0(F(j)) − dimH1(F(j)) = χ(j) := (j + 1)(j + 2)− n.
En particulier, dimH0(F(1)) ≤ 3.
De´finition 4.1. — Un faisceau semi-stable F de rang 2, de classes de Chern (0,n) est appele´
faisceau de Poncelet s’il satisfait a` l’une des conditions e´quivalentes
dimH0(F(1)) ≥ 2
dimH1(F(1)) ≥ n− 4.
Les classes d’e´quivalence de faisceaux de Poncelet constituent un ferme´ de Mn sous-jacent a`
un sous-sche´ma ferme´ Pn de´fini de la manie`re suivante : quand n est impair, il existe un faisceau
universel F sur Mn × P2 parame´tre´ par Mn et le sous-sche´ma Pn est de´fini par l’ide´al de Fitting
d’indice n − 5 (cf. Lang [11] p. 483) du faisceau R1 pr1∗(F(1)). Quand n est pair, il n’existe plus
de faisceau universel. Si F est semi-stable de classe de Grothendieck 2 − nh2, le faisceau F(ℓ) est
engendre´ par ses sections et Hq(F(ℓ)) = 0 pour q ≥ 1 et ℓ ≥ n − 1. Conside´rons pour ℓ ≥ n − 1
un espace vectoriel H de dimension χ(ℓ), le fibre´ vectoriel E = H⊗ O(−ℓ) et le sche´ma de Hilbert
R = Hilb(E, 2 − nh2) des faisceaux cohe´rents quotients de E de classe de Grothendieck 2 − nh2.
L’espace de modules Mn est le quotient de l’ouvert R
ss des points semi-stables par l’action du
groupe re´ductif SL(H). Il existe alors un faisceau universel F parame´tre´ par Rss et le sche´ma Pn
est le quotient de Mumford du sous-sche´ma ferme´ de´fini par l’ide´al de Fitting d’indice n − 5 du
faisceau R1 pr1∗(F(1)).
4.1. Construction des faisceaux de Poncelet
Conside´rons un syste`me cohe´rent semi-stable Λ = (Γ,Θ) de classe de Grothendieck c =
2h + nh2 et tel que dimΓ = 2. Le faisceau cohe´rent Θ est un faisceau pur de dimension 1, de
classe de Grothendieck c = 2h + 4h2 : sa multiplicite´ est 2 et sa caracte´ristique d’Euler-Poincare´
est χ = n + 2 ; le support sche´matique d’un tel faisceau est une conique c. Le faisceau Θ peut
alors eˆtre vu comme un Oc-module ; les points au voisinage desquels ce faisceau n’est pas un
Oc-module libre sont dits points singuliers de Θ. Un tel syste`me cohe´rent de´finit un e´le´ment de
Ext1(Θˇ,O)⊗ Γ∗ = Ext1(Θˇ,Γ∗ ⊗ O) ou` le faisceau Θˇ est le dual, de´fini par
Θˇ = Ext1(Θ,O) = Θ∗ ⊗Oc Oc(2).
On en de´duit une extension
0 ✲ Γ∗ ⊗ O ✲ F(1) ✲ Θˇ ✲ 0 (4.1)
De´finition 4.2. — Un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0, n) est dit
spe´cial si dimH0(F(1)) = 3.
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The´ore`me 4.3. — On pose Sn = Syst(2h+ nh
2, 2).
(i) Le faisceau F construit ci-dessus est un faisceau de Poncelet de classes de Chern (0, n).
(ii) Le morphisme canonique
π : Sn ✲ Pn
qui associe a` la classe du syste`me cohe´rent semi-stable (Γ,Θ) la classe du faisceau F est
surjectif ; c’est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert de Pn des classes de faisceaux de
Poncelet non spe´ciaux.
On obtient ainsi un diagramme de varie´te´s projectives
Sn
σ✲ C2 = P5
Pn
π
❄
dans lequel le morphisme π est le morphisme de´crit ci-dessus ; le morphisme σ associe a` un point
de Syst(2h+ nh2, 2) repre´sente´ par un syste`me cohe´rent (Γ,Θ) la conique c de´finie par le support
sche´matique de Θ. On ve´rifiera aux paragraphes 4.3 et 4.4 que Sn sont des sche´mas inte`gres (et
meˆme normaux) de dimension 2n + 5. Il re´sulte de l’e´nonce´ ci-dessus que le morphisme π est
birationnel.
De´monstration. D’apre`s le corollaire 4.22 de [15], le syste`me cohe´rent (Γ,F(1)) est semi-stable.
Pour en de´duire que F est semi-stable, la de´monstration est identique a` celle qui est donne´e dans le
lemme 6.6 de [15]. La suite exacte (4.1) montre que le faisceau F est bien un faisceau de Poncelet.
Re´ciproquement, soient F un faisceau de Poncelet, et Γ un sous-espace vectoriel de dimension 2 de
H0(F(1)). Alors la de´monstration du lemme 6.6 de [15] montre le syste`me cohe´rent (Γ,F(1)) est
semi-stable. Soit Θˇ le conoyau du morphisme d’e´valuation Γ ⊗ O
ev✲ F(1), et Θ = Ext1(Θˇ,O).
Alors Θ est un faisceau pur de dimension 1, de classe de Grothendieck 2h + nh2 et l’inclusion
canonique Γ∗ →֒ Ext1(Θˇ,O) = H0(Θ) obtenue en appliquant le foncteur Hom(−,O) a` la suite
exacte
0 ✲ Γ⊗ O
ev✲ F(1) ✲ Θˇ ✲ 0
de´finit un syste`me cohe´rent semi-stable (Γ∗,Θ) de dimension 1 d’apre`s le corollaire 4.22 de [15],
et le faisceau de Poncelet associe´ est isomorphe a` F. Pour obtenir un isomorphisme au-dessus de
l’ouvert des faisceaux non spe´ciaux, il suffit de travailler en familles et d’utiliser les proprie´te´s de
modules grossiers.
4.2. Description des faisceaux spe´ciaux.
On de´signe par Q le fibre´ quotient canonique de rang 2 sur P2.
Proposition 4.4. — Soit F un faisceau semi-stable de rang 2 et de classes de Chern (0, n)
sur le plan projectif. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) le faisceau F est spe´cial ;
(ii) dimH1(F(1)) = n− 3;
(iii) pour tout 1 ≤ i ≤ n− 2, on a dimH1(F(i)) = n− 2− i;
(iv) le faisceau F a une droite de saut d’ordre n− 1;
(v) il existe une droite ℓ ⊂ P2 et une suite exacte
0 ✲ Q∗ ✲ F ✲ Oℓ(1 − n) ✲ 0
Dans ces conditions la droite de saut d’ordre n− 1 est unique.
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De´monstration. Les assertions (i) et (ii) sont e´videmment e´quivalentes d’apre`s le the´ore`me de
Riemann-Roch, et (iii) implique trivialement (ii).
Montrons que (i) ⇒ (iii). Soit un F un faisceau spe´cial ; conside´rons un syste`me cohe´rent
semi-stable (Γ,Θ) ou` Θ est de classe de Grothendieck 2h+ nh2 de support une conique c et Γ de
dimension 2, et tel que le faisceau semi-stable associe´ soit isomorphe a` F. Le faisceau Θˇ, qui a pour
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ(Θˇ) = 4 − n est alors instable car sinon, le faisceau structural
Oc e´tant stable de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ 1, par semi-stabilite´ H
0(Θˇ) = 0, et on aurait
alors dimH0(F(1)) = 2, ce qui contredit le fait que F est spe´cial. Il en re´sulte que Θ est un faisceau
instable de dimension 1. Le support de Θ est donc obligatoirement une conique c singulie`re ; plus
pre´cise´ment, la filtration de Harder-Narasimhan de Θ montre qu’il existe une suite exacte
0 ✲ Θ′ ✲ Θ ✲ Θ′′ ✲ 0
ou` Θ′ et Θ′′ sont des faisceaux inversibles sur des droites ℓ′ et ℓ′′ , de degre´s respectifs a′ et a′′ tels
que a′ > a′′. On a bien suˆr a′ + a′′ = n. Le fait que (Γ,Θ) soit semi-stable implique en outre que
a′ ≤ n− 1 ou ce qui revient au meˆme a′′ ≥ 1. Par dualite´ on a alors une suite exacte
0 ✲ Θˇ′′ ✲ Θˇ ✲ Θˇ′ ✲ 0
Puisque Θˇ′′ = Oℓ′′(−a
′′ + 1), et que Θˇ′ est un faisceau inversible de degre´ −a′ + 1 < 0, le fait que
F soit spe´cial est e´quivalent a` a′′ = 1 ou encore a` a′ = n − 1. Si c’est le cas on a une surjection
F(1) ✲ Oℓ′′(−n+ 2) ce qui signifie que ℓ′′ est une droite de saut d’ordre n− 1 ; ceci de´montre
(iii).
Montrons que (iii)⇒(iv). Dire que ℓ est une droite de saut d’ordre n− 1 signifie que l’on a un
morphisme non nul F ✲ Oℓ(1− n) : ceci implique H1(F(n− 3)) 6= 0 . D’apre`s le comportement
de la suite i 7→ dimH1(F(i)) de´crite en pre´ambule ceci implique que dimH1(F(i)) = n− 2− i pour
1 ≤ i ≤ n− 2, ce qui de´montre (iv).
Montrons que (i) e´quivaut a` (v). On a vu que si (i) est vrai, il existe une droite ℓ et un
morphisme surjectif F ✲ Oℓ(1−n). Le noyau K d’un tel morphisme est un faisceau sans torsion
de rang 2 de classes de Chern (−1, 1). Montrons qu’il est semi-stable : soit L un sous-faisceau
maximal de rang 1 de K. Puisque L est aussi un sous-faisceau de F, on a c1(L) ≤ 0. Il s’agit de
montrer en fait que c1(L) ≤ −1. Mais au cas ou` c1(L) = 0, on aurait a` cause de la semi-stabilite´
de K
c2(L) ≥
n
2
et d’autre part le quotient K/L serait sans torsion de rang 1 et aurait pour classe de Chern
1− h+ h2
1 + c2(L)h2
= 1− h+ (1− c2(L)h
2).
Ainsi n2 ≤ c2(L) ≤ 1 et n ≤ 2 ce qui est contraire a` l’hypothe`se. Ceci de´montre donc qu’un
tel sous-faisceau n’existe pas. Puisque Q∗ est le seul faisceau semi-stable de classes de Chern
(−1, 1) le faisceau K est isomorphe a` Q∗. Ceci de´montre (v). Evidemment (v) entraˆıne l’existence
d’une droite de saut d’ordre n − 1. Qu’une telle droite de saut soit unique, re´sulte du fait que
Hom(Q∗,Oℓ(1 − n)) = 0 pour n > 2.
Un faisceau spe´cial F est obligatoirement stable ; il s’e´crit de manie`re unique comme extension
0 ✲ Q∗ ✲ F ✲ Oℓ(1− n) ✲ 0.
ils constituent une sous-varie´te´ Σn lisse et irre´ductible de dimension 2n+2 qui ne rencontre pas le
lieu singulier de Mn.
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4.3. Le sche´ma Sn = Syst(2h+ nh
2, 2)
Proposition 4.5. — Soit n un entier ≥ 4.
(i) Le sche´ma Sn est irre´ductible et normal de dimensions 2n+ 5.
(ii) L’ouvert des points stables de Sn est localement intersection comple`te. En particulier, si n
est impair, Sn est localement intersection comple`te.
De´monstration. La de´monstration ne´cessite l’introduction du sche´ma de Hilbert qui permet
la construction de Sn, a` cause de la pre´sence de points semi-stables quand n est pair. Elle peut
eˆtre simplifie´e pour n impair car dans ce cas tous les points semi-stables sont stables ; en outre
les faisceaux stables Θ sont obligatoirement localement libres sur leur support [14]. Si (Γ,Θ) est
un syste`me cohe´rent semi-stable repre´sentant un point de Sn, Θ est engendre´ par ses sections et
H1(Θ) = 0. On conside`re un espace vectoriel H de dimension N = n+ 2. Soient c = 2h+ nh2, et
Hilb(H⊗O, c) le sche´ma de Hilbert des faisceaux quotient de classe de Grothendieck c. De´signons
par Rssn le sous-sche´ma ouvert de
Rn := Grass(2,H)×Hilb(H⊗ O, c)
des couples (Γ,Θ) satisfaisant aux conditions suivantes
(a) H1(Θ) = 0;
(b) l’application line´aire H ✲ H0(Θ) est inversible ;
(c) le couple (Γ,Θ) de´finit un syste`me cohe´rent semi-stable.
L’espace de modules Sn est un bon quotient de R
ss
n par l’action naturelle du groupe
PGL(H), et l’action de PGL(H) est libre sur l’ouvert Rsn des points stables. De´signons pour
(Γ,Θ) ∈ Rssn par K le noyau du morphisme H ⊗ O ✲ Θ. Au voisinage d’un tel point,
l’espace de modules Rn est isomorphe (cf. [9]) au sche´ma des ze´ros d’un morphisme d’un germe
de sche´ma lisse d’espace tangent de Zariski Hom(Γ,H0(Θ)/Γ)) × Hom(K,Θ) a` valeurs dans
Ext1(K,Θ). Il re´sulte du lemme de Krull que toutes les composantes irre´ductibles sont de dimension
≥ 2n+ dimHom(K,Θ)− dimExt1(K,Θ) = 2n+ χ(K,Θ) = 2n+ 4+N2. Conside´rons la projection
canonique
ρ : Rssn
✲ Sn
σ✲ C2 = P5
Au-dessus de l’ouvert des coniques lisses, ce morphisme est lisse de dimension relative 2n+N2− 1,
et la fibre au-dessus d’un point est isomorphe a` Grass(2,H) × PGL(H) par conse´quent l’image
re´ciproque U de cet ouvert est irre´ductible de dimension 2n+4+N2. On va de´montrer que Rssn est
un sche´ma irre´ductible localement intersection comple`te de dimension 2n+4+N2, donc de Cohen-
Macaulay. Il suffit de ve´rifier que le comple´mentaire de cet ouvert U est de dimension < 2n+4+N2.
Ceci re´sulte du lemme suivant :
Lemme 4.6. — Les fibres du morphisme ρ : Rssn ✲ P5 sont de dimension ≤ 2n+N
2 − 1.
En fait, cet e´nonce´ entraˆınant que Rssn est localement intersection comple`te et donc de Cohen-
Macaulay, il re´sulte que ces fibres sont de Cohen-Macaulay de dimension 2n+N2−1 : en particulier,
les fibres du morphisme ρ sont pures de dimension 2n+N2 − 1.
De´monstration. Supposons d’abord que la conique c soit re´duite : au-dessus de c, il n’y a
alors, a` isomorphisme pre`s, qu’un nombre fini Θ1, . . . ,Θℓ de faisceau Θ, satisfaisant a` la proprie´te´
suivante : pour tout quotient Θ ✲ Θ′′ de multiplicite´ 1, χ(Θ′′) ≥ 1. Chacun de ces Θi est
engendre´ par ses sections et on a H1(Θi) = 0, de plus, le groupe des automorphismes de Θi est
re´duit a` k∗, sauf si Θi n’est pas localement libre sur c. On a donc un morphisme canonique
fi : Wi = Grass(2,H)× Isom(H,H
0(Θi)) ✲ Rn;
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de´signons par Wssi l’image re´ciproque de l’ouvert R
ss
n des points semi-stables. Les fibres de fi sont
les trajectoires sous l’action libre du groupe Aut(Θi) ; par suite l’adhe´rence de l’image de W
ss
i est
au plus de dimension 2n+ N2 − 1. Ces ferme´s recouvrent la fibre, ce qui de´montre l’e´nonce´ dans
le cas ou` c est re´duite.
Supposons maintenant que la conique c soit une droite double ℓ2. Le faisceau Θ est ou
localement libre auquel cas son groupe d’automorphismes est de dimension 1, ou isomorphe a`
une extension
0 ✲ Oℓ(a) ✲ Θ ✲ Oℓ(b) ✲ 0
ou` a et b sont des entiers tels que a + b = n, a ≥ b ≥ 1. Une telle extension peut eˆtre scinde´e,
auquel cas le groupe des automorphismes de Θ est de dimension a− b+ 3 ou 4 suivant que a > b
ou a = b, ou non scinde´e, auquel cas le groupe des automorphismes est de dimension a − b + 2.
Les extensions non scinde´es sont parame´tre´es par l’espace projectif Pa,b = P(Ext
1(Oℓ(b),Oℓ(a))),
de dimension a− b+1 et on dispose d’une extension universelle Θa,b sur Pa,b× P2. Conside´rons le
sche´ma Wa,b = Grass(2,H)× Isom(H, pr1∗(Θa,b)) et le morphisme canonique fa,b : Wa,b
✲ Rn.
De´signons par Wssa,b l’image re´ciproque de R
ss
n . On a donc deux morphismes
Wssa,b
fa,b✲ Rssn
Pa,b
ν
❄
Conside´rons un point λ ∈ Pa,b auquel est associe´e une extension Θλ et la fibre ν
−1(λ). La fibre de
la restriction de fa,b a` ν
−1(λ) est la trajectoire par l’action du groupe Aut(Θλ) ; cette action
e´tant libre, on voit que le ferme´ fa,b(ν−1(λ)) est de dimension ≤ 2n − a + b − 2 + N
2. Par
suite dim fa,b(Wa,b) ≤ 2n + N
2 − 1. Les extensions scinde´es se traitent comme ci-dessus, et leur
contribution fournit des ferme´s de dimension < 2n+N2− 1. Comme tous ces ferme´s recouvrent la
fibre de ρ au-dessus du point de´fini par la conique c ceci ache`ve la de´monstration du lemme 4.6.
Pour voir que Rssn est une varie´te´ normale, il reste d’apre`s le crite`re de Serre a` s’assurer que
son ensemble singulier est de codimension ≥ 2.
Lemme 4.7. — (i) Si n = 4 le sche´ma Rssn est une varie´te´ lisse.
(ii) Si n > 4, le ferme´ des points singulier de Rssn est de codimension ≥ 3.
De´monstration. Il suffit d’apre`s la description locale de ve´rifier que le ferme´ de Rssn des points
Λ = (Γ,Θ) tels que Ext2(Θ,Θ) 6= 0 est vide si n = 4 ou de codimension ≥ 3 si n > 5. On a
e´videmment Ext2(Θ,Θ) = 0 si Θ est localement libre, ou si le support de Θ est de´ge´ne´re´ en deux
droites distinctes. Si Θ est porte´ par une droite double ℓ2, et non localement libre, il s’e´crit comme
extension
0 ✲ Oℓ(a) ✲ Θ ✲ Oℓ(b) ✲ 0
avec a ≥ b− 1, et alors Ext2(Θ,Θ) ≃ Ext2(Oℓ(a),Oℓ(b)) et par suite
dimExt2(Θ,Θ) =
{
0 si a− b ≤ 2
a− b− 2 si a ≥ b+ 3
Puisque a ≤ n − 1 et a + b = n, ce ferme´ est vide dans le cas n = 4; dans le cas n ≥ 5, l’e´nonce´
re´sulte du lemme 4.6.
Il en re´sulte que Rssn et par suite Sn est une varie´te´ normale ; puisque sur l’ouvert des points
stables l’action de PGL(H) est libre, on voit que Sn est un sche´ma irre´ductible et normal de
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dimension 2n+ 5. Ceci de´montre l’assertion (i). Pour de´montrer (ii), il suffit de remarquer qu’au
voisinage d’un point stable Λ = (Γ,Θ) de Sn le sche´ma Sn est localement isomorphe (cf. Min He,
[9]) au sche´ma des ze´ros d’un morphisme de´fini sur un germe de sche´ma lisse d’espace tangent de
Zariski Ext1(Λ,Λ) et a` valeurs dans Ext2(Λ,Λ). Or
∑
i(−1)
i dimExti(Λ,Λ) = −4 − 2n et puisque
Λ est stable, dimHom(Λ,Λ) = 1. Donc
dimExt1(Λ,Λ)− dimExt2(Λ,Λ) = 2n+ 5
Par suite, Sn est localement intersection comple`te au voisinage de Λ. Ceci ache`ve la de´monstration
de la proposition 4.5.
4.4. Le sche´ma Pn des faisceaux de Poncelet
Proposition 4.8. —
(i) Le sche´ma Pn est irre´ductible et normal de dimension 2n+ 5.
(ii) L’ouvert des points stables de Pn est de Cohen-Macaulay.
De´monstration. Il re´sulte de l’e´nonce´ ci-dessus que Pn est irre´ductible de dimension 2n+ 5.
Soit ℓ un entier ≥ n − 1, et K un espace vectoriel de dimension χ(ℓ). Le sche´ma Pn est obtenu
par passage au quotient sous le groupe re´ductif SL(K) d’un sous-sche´ma de´terminantiel P′n d’un
ouvert lisse Hss de H = Hilb(E, 2− nh2), ou` E = K⊗ O(−ℓ). Soit F le faisceau universel sur Hss.
Il existe des fibre´s vectoriels A et B sur Hss de rangs respectifs a et b = a+n− 6 et un morphisme
de fibre´s vectoriels dont le noyau est pr1∗(F(1)) et le conoyau R
1 pr1∗(F(1)). Le sche´ma P
′
n est
de´fini par l’ide´al des mineurs a − 1 × a− 1 de ce morphisme ; il est de dimension 2n+ 4 + χ(ℓ)2.
Conside´rons en effet le morphisme canonique Rssn
✲ Mn qui associe au couple (Γ,Θ) la classe
du faisceau F de´fini par l’extension
0 ✲ Γ∗ ⊗ O ✲ F(1) ✲ Θˇ ✲ 0
Cette construction de´finit en fait une famille F′ de faisceaux F parame´tre´e par Rssn de sorte que
si on introduit le fibre´ des repe`res de R′ = Isom(K ⊗ ORssn , pr1∗(F
′)) on obtient un diagramme
commutatif
R′
q ✲ Rssn
Hss
p
❄ r ✲ Mn
❄
Il re´sulte du the´ore`me pre´ce´dent que R′ est un sche´ma de Cohen-Macaulay irre´ductible et normal de
dimension 2n+4+N2+χ(ℓ)2. Les morphismes verticaux sont GL(H)−e´quivariants ; le morphisme
p a pour image P′n. Au-dessus de l’ouvert U
′ ⊂ Hss des faisceaux quotients non spe´ciaux le
morphisme p est un fibre´ principal de groupe structural GL(H) et de base le sous-sche´ma P′n ∩U
′.
Donc dimP′n = 2n+ 4 + χ(ℓ)
2 est irre´ductible de codimension 2(n− 4). Localement c’est l’image
re´ciproque par un morphisme de sche´mas lisses d’un sous-sche´ma de Cohen-Macaulay ; puisqu’il
est de la bonne dimension, il est donc de Cohen-Macaulay. L’ensemble singulier de R′ est de
codimension ≥ 3 et invariant par GL(H), et la trace dans U′ de son image est l’ensemble singulier
de P′n∩U
′. Donc cet ensemble singulier est de codimension ≥ 3. Il en re´sulte que P′n est une varie´te´
normale d’apre`s le crite`re de Serre. Sur l’ouvert des points stables de P′n, qui est non vide, l’action
de PGL(K) est libre ; le quotient Pn est donc une varie´te´ irre´ductible et normale de dimension
2n+ 5. Ceci de´montre (i).
Soit x ∈ Pn un point stable, et Ox l’anneau local de Mn en x. Au-dessus de Spec(Oˆx) × P2,
il existe une famille universelle, ce qui dispense de se placer sur le sche´ma de Hilbert. Le meˆme
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argument que ci-dessus montre qu’alors que le comple´te´ de l’anneau local de Pn en x est de Cohen-
Macaulay. Puisque profondeur et dimension sont conserve´es par passage au comple´te´, on voit que
Pn est lui-meˆme de Cohen-Macaulay en x. D’ou` (ii).
Conside´rons le morphisme π : Sn ✲ Pn. L’image re´ciproque du sous-sche´ma Σn des
faisceaux spe´ciaux est un diviseur de Weil ; il correspond aux syste`mes cohe´rents (Γ,Θ) stables
tels que le faisceau Θ sous-jacent soit extension
0 ✲ Oℓ′(n− 1) ✲ Θ ✲ Oℓ′′(1) ✲ 0
ou` ℓ′ et ℓ′′ sont deux droites de P2. Un tel syste`me cohe´rent est stable ; on obtient ainsi un ferme´
de Sn de´fini par les syste`mes cohe´rents satisfaisant a` la condition de´terminantielle H
1(Θ(−3)) 6= 0.
C’est un diviseur de Weil ; nous ignorons si ce diviseur est un diviseur de Cartier si n ≥ 5. C’est
vrai pour n = 4. Dans ce cas, on a P4 = M4, le sous-sche´ma Σ4 est une sous-varie´te´ lisse de
codimension 3 qui e´vite les points singuliers de M4 ; le re´sultat suivant est de´montre´ dans [15] :
The´ore`me 4.9. — Le morphisme π : S4 ✲ M4 est l’e´clate´ de M4 le long de Σ4.
Les seuls points singuliers de S4 sont les points strictement semi-stables. Ceci ne reste pas vrai
pour Sn, pour n ≥ 5.
5. Courbe des droites de saut
Soient (Γ,Θ) un syste`me cohe´rent semi-stable de classe de Grothendieck c = 2h+ nh2 et tel
que dimΓ = 2, et F le faisceau de Poncelet de classes de Chern (0, n) associe´ dans la correspondance
de´crite au §4.1 ci-dessus. La courbe βF des droites de saut de F, dite courbe de Poncelet, peut en
fait se de´crire directement en termes de syste`mes cohe´rents ; on introduit pour ceci le diagramme
standard associe´ a` la varie´te´ d’incidence des couples (droites, points) :
D
pr2 ✲ P2
P
∗
2
pr1
❄
La courbe des droites de saut q = βF de F est de´finie par l’ide´al de Fitting du faisceau pur de
dimension un sur le plan projectif dual R1 pr1∗(pr
∗
2(F(−1))).
5.1. Le faisceau G = pr1∗(pr
∗
2(Θ))
Lemme 5.1. — (i) Sur le plan projectif dual, l’image directe R1 pr1∗(pr
∗
2(Θ)) est nulle, et le
faisceau G = pr1∗(pr
∗
2(Θ)) est un faisceau alge´brique cohe´rent sans torsion de rang 2, de classes de
Chern (n,
1
2
n(n+ 1)).
(ii) Ce faisceau est non singulier en tout point ℓˇ de´finissant une droite ℓ non contenue dans le
support de Θ.
(iii) Soit ℓˇ un point de P∗2, de´finissant une droite ℓ de P2. Le morphisme canonique
Gℓˇ ⊗Oℓˇ k
✲ H0(Θ|ℓ)
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est un isomorphisme ; de plus, on a un isomorphisme canonique
Tor1(Gℓˇ, k) ≃ H
0(Tor1(Θ,Oℓ)).
De´monstration. De la condition de semi-stabilite´ de (Γ,Θ), on de´duit H1(Θ(i)) = 0 pour
i ≥ −2, ce qui exprime le fait que le faisceau Θ n’est pas trop instable. Le faisceau Θ e´tant pur, il
en est de meˆme de son image re´ciproque sur P∗2 × P2 ; ceci implique la condition de transversalite´
Tor
OP2
∗
×P2
i (OD,Θ) = 0 pour i > 0. De la re´solution de OD sur P
∗
2 × P2
0 ✲ O(−1,−1) ✲ O ✲ OD ✲ 0 (5.1)
et du fait que H1(Θ(−1)) = H1(Θ) = 0 on de´duit que R1 pr1∗(pr
∗
2(Θ)) = 0 ; de plus, on a la
pre´sentation de l’image directe G = pr1∗(pr
∗
2(Θ))
0 ✲ K⊗ OP∗2 (−1)
α✲ H⊗ OP∗2
✲ G ✲ 0 (5.2)
ou` K = H0(Θ(−1)) et H = H0(Θ) ; d’apre`s la formule de Riemann-Roch, ces espaces vectoriels sont
de dimensions respectives n et n+2. Il en re´sulte que le faisceau G est un faisceau de rang 2 et de
profondeur ≥ 1 en tout point ℓ, et de classes de Chern (n,
1
2
n(n + 1)). Les assertions (ii) et (iii)
sont e´videntes si le support de Θ est lisse, car alors pr∗2(Θ) est fini et plat sur P
∗
2 et elles re´sultent
du the´ore`me de changement de base. Ce n’est plus le cas si le faisceau Θ a son support singulier ;
pour obtenir le fait que G est sans torsion, il suffit d’apre`s le crite`re de Serre de remarquer que
l’ensemble singulier de G est fini. Par de´vissage, il suffit en fait de ve´rifier le lemme suivant, qui est
beaucoup plus pre´cis, et conduit en meˆme temps a` l’assertion (iii) :
Lemme 5.2. — Soit ℓ une droite de P2, et i un entier ≥ 0. De´signons par ℓˇ le point de P
∗
2
de´fini par ℓ, et par Q = QP∗
2
le fibre´ quotient universel de rang 2 sur le plan projectif dual ; soit t
une section de Q dont le sche´ma des ze´ros est le point ℓˇ.
(i) L’isomorphisme canonique H0(OP2(1)) ≃ H
0(QP∗2 ) induit un isomorphisme de faisceaux
pr1∗(pr
∗
2(Oℓ(i))) ≃ m
i
ℓˇ
(i)
(ii) Le diagramme associe´ a` cet isomorphisme
H0(O(i)) ✲ H0(Oℓ(i))
H0(SiQ)
≀
❄
ti✲ H0(mi
ℓˇ
(i))
≀
❄
dans lequel la seconde fle`che horizontale est de´finie par le morphisme Q ✲ O(1) = ∧2Q associe´
a` t est commutatif.
(iii) On a R1 pr1∗(pr
∗
2(Oℓ(i))) = 0.
De´monstration. On a SiQ = pr1∗(pr
∗
2(O(i)). Supposons choisies des coordonne´es (x, y, t) dans
V∗ = H0(OP2(1)) de sorte que l’e´quation de ℓ soit t = 0. La re´solution standard de Oℓ conduit
imme´diatement a` l’assertion (iii), et fournit en outre, par application du foncteur pr1∗ pr
∗
2 une
re´solution
0 ✲ Si−1Q
τ✲ SiQ ✲ pr1∗(pr
∗
2(Oℓ(i))) ✲ 0
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ou` le morphisme τ est la multiplication par t, conside´re´e comme section de V∗ = H0(Q). On a un
morphisme SiQ ✲ mi
ℓˇ
(i), qui s’annule sur l’image de τ ; il induit donc un morphisme
pr1∗(pr
∗
2(Oℓ(i))) ✲ m
i
ℓˇ
(i)
qui est e´videmment un isomorphisme en dehors du point ℓˇ. Le premier membre est un faisceau
sans torsion ; par suite, ce morphisme est donc injectif. Les deux membres ayant les meˆmes classes
de Chern, c’est un isomorphisme. Ceci de´montre l’assertion (i). Quant a` l’assertion (ii), il suffit de
constater que le diagramme de faisceaux sur P∗2
pr1∗ pr
∗
2(O(i)) ✲ pr1∗ pr
∗
2(Oℓ(i))
SiQ
≀
❄
ti ✲ mi
ℓˇ
(i)
≀
❄
est commutatif. Ceci re´sulte trivialement de la construction de l’isomorphisme de droite.
Fin de la de´monstration du lemme 5.1
Le lemme 5.2 ci-dessus entraˆıne bien suˆr l’assertion (ii) du lemme 5.1. Pour ve´rifier l’assertion
(iii), on utilise l’isomorphisme donne´ dans la cate´gorie de´rive´e des espaces vectoriels par la formule
de projection
Rpr1∗(pr
∗
2(Θ))Oℓˇ ⊗
L
Oℓˇ
k ≃ R pr1∗(pr
∗
2(Θ)Oℓˇ ⊗
L Oℓ))
Compte-tenu du fait que la projection pr2 est un morphisme plat, le second membre est aussi
R pr1∗(pr
∗
2(Θ⊗
LOℓ)). La cohomologie du premier membre est l’aboutissement d’une suite spectrale
′Ep,q2 = Tor
Oℓˇ
−p(R
qpr1∗(pr
∗
2(Θ)), k))
L’assertion (iii) est e´vidente si le support de Θ est lisse. Si ce support est une conique singulie`re,
le fait que le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) soit semi-stable implique qu’il existe une suite exacte
0 ✲ Θ′ ✲ Θ ✲ Θ′′ ✲ 0 ou` Θ′ et Θ′′ sont des faisceaux inversibles de degre´s positifs
sur des droites ℓ′ et ℓ′′ de P2. Il re´sulte du lemme 5.2 ci-dessus que
′Ep,q2 est nul sauf si q = 0 et
p = 0 ou −1. Conside´rons la deuxie`me suite spectrale, de meˆme aboutissement,
′′Ep,q2 = R
ppr1∗(pr
∗
2(Tor−q(Θ,Oℓ)))
Du fait que Tor1(Oℓ,Oℓ) = Oℓ(−1) on de´duit encore du lemme 5.2 que
′′Ep,q2 = 0 sauf si p = 0 et
q = 0 ou q = −1. Ceci conduit au re´sultat attendu.
5.2. Description de la courbe q = βF
Conside´rons le morphisme canonique sur le plan projectif dual
ϕ : Γ⊗ OP∗
2
✲ pr1∗(pr
∗
2(Θ)) = G
Proposition 5.3. — Le morphisme ϕ est ge´ne´riquement injectif, et son conoyau a meˆme
ide´al de Fitting que le faisceau R1 pr1∗(pr
∗
2(F(−1))).
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De´monstration. Le noyau de l’homomorphisme canonique
Γ⊗ OP2 ✲ Θ
est isomorphe a` F∗(−1), et son conoyau a` Ext1(F,O(−1)). En conside´rant une droite ge´ne´rique, on
est ramene´ pour ve´rifier la premie`re assertion, a` constater que H0(F∗(−1)|ℓ) = 0, ou ce qui revient
au meˆme par dualite´ que H1(F(−1)|ℓ) = 0. Il suffit de prendre pour ℓ une droite qui n’est pas
de saut pour F. Conside´rons maintenant les projections pri figurant dans le diagramme standard.
Les faisceaux R1 pr1∗(pr
∗
2(F(−1)) et Ext
1
pr1
(pr∗2(F),OD(0,−1)) sont deux faisceaux cohe´rents de
dimension 1 sur P∗2 de meˆme ide´al de Fitting (cf. [10], lemme 3.4) : ceci peut se voir par exemple
en utilisant une pre´sentation de F comme faisceau de cohomologie d’une monade, d’ou` on de´duit
en fait un isomorphisme
Ext1pr1(pr
∗
2(F),OD(0,−1)) ≃ Ext
1(R1 pr1∗(pr
∗
2(F(−1))),OP∗2 (−1)) (5.3)
Soit Θˇ = Ext1(Θ,O). En appliquant le foncteur Hompr1(pr
∗
2(−),OD) a` la suite exacte
0 ✲ Γ∗ ⊗ O ✲ F(1) ✲ Θˇ ✲ 0 (5.4)
on obtient la suite exacte sur P∗2
0 ✲ Γ⊗ OP∗2
v✲ Ext1pr1(pr
∗
2(Θˇ),OD) ✲ Ext
1
pr1
(pr∗2(F(1)),OD) ✲ 0
En conside´rant la re´solution (5.1) de la varie´te´ d’incidence D, on obtient exactement pour le faisceau
Ext1pr1(pr
∗
2(Θˇ),OD), la pre´sentation (5.2) , ce qui montre qu’il est isomorphe a` G, le morphisme v
s’identifiant au morphisme induit par le morphisme d’e´valuation, c’est-a`-dire a` ϕ.
Corollaire 5.4. — La courbe des droites de saut de F est donne´e par l’ide´al de Fitting du
conoyau du morphisme ϕ : Γ⊗ OP∗2
✲ G.
Il re´sulte de l’isomorphisme (5.3) que le conoyau de ϕ est pur de dimension 1, et que son
support sche´matique est une quartique qui co¨ıncide avec la quartique q = βF des droites de saut
de F. Il re´sulte du lemme 5.1 qu’une droite ℓ de´finit un point de βF si et seulement si l’application
line´aire ϕℓ : s 7→ s|ℓ
Γ ✲ H0(Θ|ℓ)
n’est pas inversible.
Corollaire 5.5. — Si le support de Θ est une conique singulie`re c, la courbe q = βF contient
les points de P∗2 correspondant aux droites ℓ contenues dans la conique et telles que χ(Θ|ℓ) ≥ 3.
Corollaire 5.6. — Si le support de Θ est une conique singulie`re c, une droite ℓ contenue
dans la conique et telle que χ(Θ|ℓ) ≥ 4 de´finit un point singulier ℓˇ de la courbe q = βF.
5.3. Etude des points singuliers
Il est fondamental pour la suite de pouvoir de´cider qu’une droite de saut ℓ de F de´finit ou non
un point singulier de la quartique de Lu¨roth associe´e. C’est facile lorsque F provient d’un syste`me
line´aire Λ = (Γ,Θ) de Syst(2h + nh2, 2) sans point de base sur une conique c e´ventuellement
singulie`re. Commenc¸ons par e´tendre cette notion aux syste`mes cohe´rents (Γ,Θ) tels que Θ ne soit
plus obligatoirement localement libre sur son support.
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De´finition 5.7. — On dit que le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) est sans point de base si le
morphisme d’e´valuation ev : Γ⊗ OP2 ✲ Θ est surjectif.
Si le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) est sans point de base, le faisceau F associe´ est localement libre.
Si le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) est stable et a un point de base a, on peut trouver un sous-faisceau
Θ′ ⊂ Θ de multiplicite´ 2 , de caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χ(Θ′) = n− 1 tel que Γ ⊂ H0(Θ′).
Le syste`me cohe´rent (Γ,Θ′) est encore semi-stable, et de´finit une courbe q′ de degre´ n−1. Il re´sulte
du corollaire 5.4 que la courbe q = βF est de´compose´e en la courbe q
′ et une droite
q = q′ + aˇ
ou` aˇ est la droite du plan projectif dual de´finie par le point a. En particulier, la courbe q est
singulie`re. C’est aussi le cas si on part d’un syste`me cohe´rent (Γ,Θ) strictement semi-stable : ceci
impose que n est pair, et la courbe q est alors l’union de deux courbes de degre´ m = n2 , chacune
d’elles e´tant l’union de m droites concourantes. L’e´nonce´ suivant ge´ne´ralise l’e´nonce´ bien connu
pour les courbes de Poncelet associe´es a` des syste`mes line´aires sur des courbes lisses (Maruyama
[20], Trautmann [24], Valle`s [26]). Il est important pour la suite d’examiner les points singuliers des
courbes de Poncelet associe´es a` des syste`mes cohe´rent semi-stables dont le support sche´matique
est une conique singulie`re.
Proposition 5.8. — Soit z ∈ H0(O(1)) non nul et ℓ la droite d’e´quation z = 0. On suppose
que
(i) la droite ℓ n’est pas associe´e a` Θ;
(ii) le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) est semi-stable et sans point de base.
La droite ℓ est de´finit un point singulier ℓˇ de la courbe q des droites de saut q = βF si et
seulement si
z2H0(Θ(−2)) ∩ Γ 6= 0.
De´monstration. Puisque la droite ℓ n’est pas associe´e a` Θ, le morphisme de multiplication
par z
Θ(−1)
z✲ Θ
est injectif, et il en est de meˆme du morphisme induit sur les espaces de sections globales. On a
alors dimH0(Θ|ℓ) = 2 et ℓ est un point non singulier pour G. Conside´rons la filtration de´croissante
Γi = Γ ∩ z
iH0(Θ(−i)). Puisque (Γ,Θ) est sans point de base, on a dim zH0(Θ(−1)) ∩ Γ ≤ 1. Si
cette intersection est nulle, le morphisme de restriction ϕℓ : Γ ✲ H0(Θ|ℓ) est injectif et donc
c’est un isomorphisme. Donc ℓ n’appartient pas a` la courbe q des droites de saut.
Supposons zH0(Θ(−1)) ∩ Γ 6= 0. Alors ℓ de´finit un point de q. Il existe une section non nulle
s ∈ Γ de la forme s = zt, ou` t est une section de Θ(−1). L’espace tangent de Zariski a` q en ℓˇ est
le noyau de l’application line´aire tangente de Petri dℓˇϕ de ϕ au point ℓˇ
Tℓˇ(P
∗
2) = H
0(Oℓ(1)) ✲ Hom(kerϕℓ, coker ϕℓ).
Le noyau de ϕℓ est le sous-espace vectoriel engendre´ par s = tz ; l’application line´aire tangente de
Petri dℓˇϕ est de´finie pour τ ∈ H
0(Oℓ(1)) par
dℓˇϕ(τ)(s) = p(τt|ℓ)
ou` p est la projection canonique H0(Θ|ℓ) ✲ coker ϕℓ.
Supposons z2H0(Θ(−2)) ∩ Γ 6= 0. Il s’agit de ve´rifier que ℓˇ est un point singulier de q. La
section s est alors divisible par z2, et t est divisible par z. Cette diffe´rentielle est alors nulle ; et
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par conse´quent le point ℓˇ est un point singulier de q = βF. Re´ciproquement, si cette diffe´rentielle
est nulle, τt|ℓ appartient a` Imϕℓ pour tout τ. Nous allons en de´duire que t|ℓ est nulle.
Soit c le support de Θ. Remarquons tout d’abord que le morphisme de restriction
H0(Oℓ(1)) ✲ H0(Oc∩ℓ(1))
est un isomorphisme. Si ℓ ne rencontre aucun des points singuliers de Θ, l’espace vectoriel des
sections H0(Θ|ℓ) est un module libre de rang 1 sur l’alge`bre H
0(Oc∩ℓ). L’image de ϕℓ est un
sous-espace vectoriel de dimension 1, qui, d’apre`s l’hypothe`se (ii) n’est contenu dans aucun des
sous-modules Kx de H
0(Θ|ℓ) des e´le´ments s’annulant en un point x de c∩ℓ. Le stabilisateur de Imϕℓ
dans le groupe des e´le´ments inversibles H0(Oc∩ℓ)
∗ est re´duit au sous-groupe k∗ des homothe´ties.
Donc, son orbite n’est pas re´duite a` un point. Il en re´sulte que t|ℓ = 0 et par suite la section
s appartient a` Γ ∩ z2H0(Θ(−2)). Si ℓ rencontre un point singulier a de Θ, le module Θ|ℓ est de
longueur 2, de support le point a et non isomorphe a` Oc∩ℓ. Donc Θ|ℓ est isomorphe a` k(a)⊕ k(a).
Le morphisme de restriction H0(Θ|ℓ) ✲ Θ⊗ k(a) est alors un isomorphisme. Puisque (Γ,Θ) est
sans point de base, l’application line´aire ϕℓ : Γ ✲ H0(Θ|ℓ) est un isomorphisme et donc ℓ n’est
pas de saut.
5.4. Exemple
On voit en particulier que si le support de Θ est une conique lisse c, le faisceau Θ est un
faisceau inversible de degre´ n + 1 sur c ; si Γ contient une section qui a n + 1 ze´ros distincts, la
courbe de saut q = βF passe par les
n(n+1)
2 sommets du polygoˆne de P
∗
2 a` n + 1 coˆte´s de´termine´
par ces n+1 points. Ce polygoˆne est circoncrit a` la conique duale de c. De plus, l’interpre´tation ci-
dessus permet d’e´tudier les singularite´s de la courbe βF : ceci entraˆıne que si (Γ,Θ) est un syste`me
line´aire de degre´ n+ 1 sans point de base sur une conique lisse, et si Γ ne contient pas de sections
ayant 2 ze´ros doubles, la courbe q = βF est lisse (cf. Maruyama [20], Trautmann [25], Valle`s [27]).
Re´ciproquement, e´tant donne´ un polygoˆne a` n+1 coˆte´s dans le plan projectif dual, circonscrit
a` une conique lisse c∗, ce polygoˆne de´finit n+ 1 points distincts sur une conique lisse c de P2 ; ces
points sont les ze´ros d’une section s d’un fibre´ inversible Θ de degre´ n+1 sur c. Les syste`mes line´aires
Γ ⊂ H0(Θ) qui contiennent la section s constituent dans la grassmannienne Grass(2,H0(Θ)) des
sous-espaces de dimension 2 de H0(Θ) un espace projectif de dimension n ; d’apre`s le corollaire
5.4, en restriction a` cet espace projectif, le morphisme β est une homographie ; cette homographie
identifie cet espace projectif avec l’espace projectif des courbes de degre´ n passant par les sommets
du pentagone donne´ (cf. Barth [3], Lemma 2). Par suite, toute courbe q de P∗2 passant par les
n(n+1)
2 sommets d’un tel polygoˆne de´finit un point de l’image de β. Une telle courbe q quand elle
est lisse, est appele´e classiquement une courbe de Poncelet associe´e a` la conique c∗.
6. Faisceaux dont la courbe des droites de saut est singulie`re.
On se limite dans les sections 6-9 au cas n = 4 : la ge´ne´ralisation aux faisceaux de Poncelet
de classe de Chern quelconque n’est pas e´vidente ; nous ignorons par exemple si Sn est localement
factorielle. Dans le cas n = 4, on a vu l’espace de modules S4 = Syst(2h+4h
2, 2) s’identifie a` l’e´clate´
de M4 le long d’une sous-varie´te´ lisse Σ4 de codimension 3 qui e´vite les points singuliers. Tout
comme M4 c’est une varie´te´ irre´ductible, normale, localement factorielle. L’image L du morphisme
de Barth β : M4 ✲ C4 est une hypersurface dont les points repre´sentent les courbes de Poncelet
de degre´ 4. Ces quartiques sont appele´es quartiques de Lu¨roth ; l’hypersurface L sera appele´e
hypersurface de Lu¨roth.
On pose dans la suite c = 2h+ 4h2. On note γ = β ◦ π : S4 ✲ C4 le morphisme qui associe
a` un syste`me cohe´rent la courbe des droites de saut.
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6.1. Le groupe de Picard de S4 = Syst(c, 2)
On sait de´crire le groupe de Picard de M4; c’est un groupe abe´lien libre a` 2 ge´ne´rateurs
([5],[22]). Il re´sulte du the´ore`me 2.4 que le groupe de Picard de S4 est un groupe abe´lien libre a` 3
ge´ne´rateurs. Le diviseur exceptionnel e est exactement le diviseur des syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,Θ)
tels que Θ soit instable. On se propose dans ce paragraphe de de´crire une base explicite de Pic(S4).
On conside`re le groupe abe´lien libre K˜(P2) = K(P2) ⊕ Z, muni de la forme quadratique
unimodulaire (u,m) 7→ χ(u2) +m2 . Conside´rons une famille Λ = (Γ,Θ) de syste`mes cohe´rents de
S4 parame´tre´e par une varie´te´ alge´brique lisse S : ceci signifie que Θ est une famille S−plate de
faisceaux cohe´rents de classe de Grothendieck c et que Γ est un sous-faisceau localement libre de
pr1∗(Θ) induisant au-dessus de chaque point un syste`me cohe´rent. On conside`re le morphisme de
groupes abe´liens
λΛ : K˜(P2) ✲ Pic(S)
de´fini par (u,m) 7→ det pr1!(Θ.u) ⊗ (detΓ)
⊗m, ou` Θ.u de´signe par abus le produit des classes
Θ. pr∗2(u) dans K(S×P2). Ce produit a un sens car Θ a une re´solution localement libre de longueur
1. Pour tout faisceau inversible A sur S, conside´rons la famille Λ⊗pr∗1(A) = (Γ⊗pr
∗
1(A), pr
∗
1(A)⊗Θ).
Il est alors clair que
λΛ⊗pr∗1(A)(u,m) = λΛ(u,m)⊗A
〈c,u〉+2m
Comme on l’a de´ja` vu, l’espace de modules S4 se construit en quotientant un ouvert convenable
G d’une grassmannienne relative au-dessus d’un sche´ma Quot par l’action d’un groupe re´ductif.
Cet ouvert parame`tre une famille universelle de syste`mes cohe´rents et par application du crite`re
de descente de Kempf on peut alors construire un homomorphisme de groupes [16]
λS4 : (c, 2)
⊥ ✲ Pic(S4)
caracte´rise´ par la proprie´te´ universelle suivante : pour toute famille Λ = (Γ,Θ) parame´tre´e par S,
on a
λΛ(u,m) = f
∗
Λ(λS4(u,m))
ou` fΛ : S ✲ S4 est le morphisme modulaire associe´ a` la famille.
Proposition 6.1. — Le morphisme canonique
λS4 : (c, 2)
⊥ ✲ Pic(S4)
est un isomorphisme.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 4.9, le groupe de Picard de l’espace de modules S4 est
e´videmment somme directe du groupe de Picard de M4 et du groupe engendre´ par le fibre´ inversible
e engendre´ par le diviseur exceptionnel. L’e´nonce´ sera donc une conse´quence de la description
du groupe de Picard de M4 et l’interpre´tation du diviseur exceptionnel. Conside´rons une famille
Λ = (Γ,Θ) de syste`mes cohe´rents semi-stables parame´tre´e par S et la famille F de faisceaux semi-
stables de classe de Grothendieck 2− 4h2 associe´e, de´finie par l’extension canonique sur S× P2
0 ✲ Γ∗ ⊗ OP2 ✲ F(1) ✲ Θˇ ✲ 0
ou` Θˇ = Ext1(Θ,O).
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Lemme 6.2. — Soit e le fibre´ inversible associe´ au diviseur exceptionnel. Dans Pic(S4), on a
e = −λS4((1 − h)
3, 0)
De´monstration. Le support du diviseur exceptionnel est le ferme´ des syste`mes cohe´rents semi-
stables (Γ,Θ) tels que Θ soit instable. Un tel faisceau a pour support une conique singulie`re et la
filtration de Harder-Narasimhan de Θ s’e´crit
0 ✲ Oℓ′(3) ✲ Θ ✲ Oℓ′′(1) ✲ 0
ou` ℓ′ et ℓ′′ sont deux droites de P2. Donnons une description sche´matique de ce diviseur
exceptionnel. On peut trouver une famille Λ parame´tre´e par une varie´te´ lisse et connexe S, telle
que le morphisme modulaire fΛ soit surjectif et telle que le morphisme
f∗Λ : Pic(S4)
✲ Pic(S)
soit injectif. L’image re´ciproque dans S du diviseur exceptionnel est alors de´fini par l’ide´al de
Fitting du faisceau R1 pr1∗(Θ(−3)). Ce faisceau cohe´rent est de dimension homologique 1 et
l’image directe pr1∗(Θ(−3)) est nulle. En effet, soit C
✲ S le support sche´matique de Θ : c’est
une conique relative, et Θ(−3) est un OC−module qu’on e´crit comme conoyau d’un morphisme
0 ✲ A ✲ B ✲ Θ(−3) ✲ 0 ou` B = OC(−m)N est un faisceau localement libre sur C
suffisamment ne´gatif. Alors par image directe on obtient une suite exacte
0 ✲ pr1∗(Θ(−3)) ✲ R
1 pr1∗(A) ✲ R
1 pr1∗(B) ✲ R
1 pr1∗(Θ(−3)) ✲ 0
Les faisceaux R1 pr1∗(A) et R
1 pr1∗(B) sont localement libres. Ceci prouve que l’image directe
pr1∗(Θ(−3)) est sans torsion ; comme ce faisceau est ge´ne´riquement nul, il est identiquement nul.
Ceci entraˆıne que le sous-sche´ma de´fini par l’ide´al de Fitting de R1 pr1∗(Θ(−3)) est le sche´ma des
ze´ros d’une section non identiquement nulle du fibre´ inversible− det pr1!(Θ(−3)) = −λΛ((1−h)
3, 0).
L’e´nonce´ en re´sulte.
Posons pour tout u ∈ K(P2), uˇ = u
∗ ⊗ ωP2 , ou` u 7→ u
∗ de´signe l’homomorphisme de
conjugaison, qui envoie la classe d’un faisceau localement libre sur son dual (4). Conside´rons
l’homomorphisme λΘ : K(P2) ✲ Pic(S) associe´ a` la famille Θ (cf. [16], paragraphe 2.1), de´fini
par λΘ(v) = det pr1!(Θ.u). On a par dualite´ de Serre pour tout v ∈ K(P2)
pr1!(Θˇ(v)) = − pr1!(Θ(vˇ))
∗
par suite λΘˇ(v) = λΘ(vˇ). Conside´rons d’autre part l’homomorphisme λF : K(P2)
✲ Pic(S)
associe´ a` la famille F, de´fini par λF(u) = det pr1!(F(u)) (cf. [16], paragraphe 2.1). On a
λF(u) = (detΓ)
⊗−χ(u(−1)) ⊗ λΘ(u
∗(−2)) = λΛ(u
∗(−2),−χ(u(−1)))
On est amene´ a` introduire l’homomorphisme de groupes abe´liens K(P2) ✲ K˜(P2) de´fini par
ξ : u 7→ (u∗(−2),−χ(u(−1)).
Lemme 6.3. — (i) On a 〈ξ(u), (c, 2)〉 = −〈u, 2− 4h2〉
(ii) L’image de ξ est le sous-groupe de K˜(P2) des couples (v,m) tels que χ(v) +m = 0.
(4) Cette conjugaison est un automorphisme d’alge`bre qui envoie h sur h∗ = −h− h2
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De´monstration. C’est calcul facile reposant sur la dualite´ de Serre, le fait que dans K(P2) on
ait [OP2(−1)] = 1− h, et la de´finition de ξ.
Il en re´sulte que l’image par ξ de (2 − 4h2)⊥ est contenue dans (c, 2)⊥. D’apre`s le the´ore`me
4.9, on a un scindage
Pic(S4) = Pic(M4)⊕ Ze
ou` e est la classe du diviseur exceptionnel. On a alors le diagramme commutatif de suites exactes :
0 ✲ (2− 4h2)⊥ ✲ (c, 2)⊥
ρ ✲ Z ✲ 0
0 ✲ Pic(M4)
λM4
❄
✲ Pic(S4)
λS4
❄
✲ Z
❄
✲ 0
ou` λM4 l’homomorphisme de´fini dans [16] et ρ est induit par l’homomorphisme (v,m) 7→ χ(v) +m
Cet homomorphisme est surjectif, par exemple parce que (h2, 0) appartient a` (c, 2)⊥. Il est en fait
plus habile de remarquer que ((1− h)3, 0) appartient aussi a` (c, 2)⊥ et que l’on a χ((1− h)3) = 1 :
ainsi, ((1 − h)3, 0) re´alise un scindage de la premie`re suite exacte. La premie`re fle`che verticale est
un isomorphisme d’apre`s le the´ore`me de Dre´zet. D’apre`s le lemme 6.2, l’image de ((1 − h)3, 0)
par λS4 est −e. Par suite l’homomorphisme λS4 : (c, 2)
⊥ ✲ Pic(S4) est un isomorphisme. Ceci
ache`ve la de´monstration de la proposition 6.1.
L’orthogonal (1 − 2h2)⊥ dans K(P2) est engendre´ par [Oℓ(−1)] = h − h
2 et [O(1)] − h2 =
(1 − h)−1 − h2 = 1 + h. Remarquons que
ξ(h− h2) = (−h, 1) ; ξ(1 + h) = ([O(−3)]− h2, 0).
De´finition 6.4. — On pose
d = λM4(−h+ h
2) = λS4(h,−1)
k = λS4(h
2, 0)
Le fibre´ inversible d ainsi de´fini a` isomorphisme pre`s est l’image re´ciproque du fibre´ de´terminant
de Donaldson D sur M4.
Corollaire 6.5. — (i) Le groupe de Picard Pic(S4) est un groupe abe´lien libre de rang 3, de
base d, k, e.
(ii) L’image du groupe de Picard de M4 est e´gale au sous-groupe de Pic(S4) engendre´ par les
fibre´s de´terminant d et a = −λM4(1 + h) = k+ e.
La classe k a une interpre´tation ge´ome´trique remarquable :
Proposition 6.6. — Conside´rons le morphisme canonique σ : S4 ✲ C2 = P5. La classe k
est l’image re´ciproque de la classe OP5(1) par σ.
De´monstration. On utilise la famille universelle Λ = (Γ,Θ) de syste`mes cohe´rents introduite
dans la de´monstration du lemme 6.2. Alors une re´solution localement libre
0 ✲ A ✲ B ✲ Θ ✲ 0
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fournit une section du fibre´ inversible sur S× P2 de´fini par detB⊗ (detA)
−1 = λΛ(h
2, 0)⊠OP2(2).
Cette section peut eˆtre vue comme un morphisme surjectif de fibre´s sur S
H0(OP2(2))
∗ ⊗ OS ✲ λΛ(h2, 0).
On en de´duit par la proprie´te´ universelle de l’espace projectif un morphisme τ : S ✲ P5 tel que
τ∗(O(1)) = λΛ(h
2, 0). Ce morphisme se factorise a` travers σ suivant le diagramme
S
fΛ ✲ S4
❅
❅
❅
❅
❅
τ
❘
P5
σ
❄
Puisque d’apre`s le choix de la famille universelle le morphisme induit par fΛ sur les groupes de
Picard est injectif, il en re´sulte que σ∗(O(1)) = k.
6.2. Quatre diviseurs de S4
Outre le diviseur exceptionnel e de S4 on va de´crire trois autres diviseurs de S4.
Le bord ∂S4. Le bord ∂S4 de S4 est constitue´ des syste`mes cohe´rents a` point de base. On
obtient ainsi un diviseur irre´ductible de S4 qui n’est autre que l’image re´ciproque du bord ∂M4.
Le diviseur D1. On conside`re le sous-ensemble localement ferme´ des classes de syste`mes
cohe´rents stables (Γ,Θ) tels que le support c de Θ soit lisse, et tels qu’il existe une section s
de Γ ayant deux ze´ros doubles. Autrement dit, il existe une droite ℓ d’e´quation z = 0 telle que
Γ ∩ z2H0(Θ(−2)) 6= 0. On de´signe par D1 son adhe´rence : c’est donc un diviseur de S4. D’apre`s la
proposition 5.8, la quartique de Lu¨roth associe´e a` un point de ce diviseur est singulie`re au point
de P∗2 correspondant a` la droite ℓ. Une telle quartique est appele´e quartique de Lu¨roth singulie`res
de type I.
Le diviseur D2. Conside´rons dans S4 l’image re´ciproque du diviseur ∆ des coniques singulie`res
par le morphisme σ : S4 ✲ M4.
Lemme 6.7. — Le diviseur σ−1(∆) est re´duit.
De´monstration. En effet, il re´sulte de la suite exacte longue de´crite dans la section 3 que
le morphisme σ est une submersion sur l’ouvert U des syste`mes cohe´rents Λ = (Γ,Θ) stables et
tels que le faisceau Θ soit non singulier : dans cet ouvert, l’image re´ciproque de ∆ est lisse car la
conique associe´e en un point de ce diviseur est obligatoirement re´duite, et donc ∆ est lisse au point
de´fini par cette conique. Il re´sulte du calcul effectue´ dans la de´monstration du lemme 4.6 que le
comple´mentaire de U dans S4 est de codimension ≥ 2 ; ceci entraˆıne que σ
−1(∆) est re´duit.
Ce diviseur a deux composantes irre´ductibles : le diviseur exceptionnel e, qui ne rencontre pas
le ferme´ des points strictement semi-stables. L’autre composante D2 est constitue´e de l’adhe´rence
de l’ensemble des classes d’isomorphisme de syste`mes cohe´rents stables Λ = (Γ,Θ) tels que le
support sche´matique de Θ soit une conique singulie`re, et que Θ soit semi-stable : la description de
ce ferme´ D2 sera de´taille´e dans la section 8 ; nous verrons notamment qu’il est bien irre´ductible.
Proposition 6.8. — Dans le groupe de Picard Pic(S4) on a, en notation additive,
∂S4 = 5d− 2k− 2e
D1 = 12dmod e
D2 = 3k− e
22
Sur le morphisme de Barth
La premie`re assertion re´sulte de la formule qui donne le bord dans le groupe de Picard de M4
(cf. par exemple Le Potier [17]) et du fait que ce bord ne contient pas la sous-varie´te´ Σ4 des diviseurs
spe´ciaux. La dernie`re e´galite´ re´sulte de la de´finition du diviseur D2. La seconde assertion est plus
difficile et re´sulte essentiellement de la formule de Porteous. Comme elle n’est pas indispensable
pour la de´monstration du the´ore`me principal, nous n’aborderons pas ce calcul ici. Elle ne sera
utilise´e que dans le corollaire 9.4.
6.3. Le diviseur β−1(S4)
On de´signe par D1 et D2 les images des diviseurs D1 et D2 de S4 par le morphisme
π : S4 ✲ M4. Puisque ces diviseurs D1 et D2 ne sont pas contenus dans le diviseur exceptionnel,
D1 et D2 sont des diviseurs de M4. Le diviseur D2 a l’interpre´tation suivante, en termes de droites
de saut :
Lemme 6.9. — Le diviseur D2 de M4 est le diviseur repre´sentant les faisceaux semi-stables
qui ont au moins une droite de saut d’ordre ≥ 2.
Ce lemme re´sulte de la description d’un point ge´ne´ral de D2 et sa de´monstration est reporte´e
a` la fin de la section 8.
The´ore`me 6.10. — Soit β : M4 ✲ C4 le morphisme de Barth. L’image re´ciproque du
diviseur S4 des quartiques singulie`res de C4 est le diviseur
β−1(S4) = D1 + 2D2 + 3∂M4 (6.1)
De´monstration. Soit γ = β ◦ π : S4 ✲ C4 le morphisme de Barth. Il revient au meˆme de
ve´rifier que
γ−1(S4) = D1 + 2D2 + 3∂S4mod e. (6.2)
D’apre`s la proposition 5.8, on a γ(D1) ⊂ S4 et le corollaire 5.6 permet de voir que γ(D2) ⊂ S4
(voir aussi section 8). L’image du bord ∂S4 est contenu dans le ferme´ des quartiques re´ductibles,
et l’image du diviseur exceptionnel est constitue´ de quartiques ayant au moins un point triple
puisque c’est l’image par β de la varie´te´ Σ des faisceaux spe´ciaux. L’image d’un syste`me cohe´rent
qui n’appartient a` l’un de ces diviseurs est une quartique lisse d’apre`s la proposition 5.8. On a donc
ensemblistement
γ−1(S4) = D1 ∪D2 ∪ ∂S4 ∪ e
D’apre`s la proposition 6.8, dans le groupe de Picard Pic(S4) on a D1 = 12dmod e, D2 = 3kmod e et
∂S4 = 5d−2kmod e. Compte-tenu du fait que l’hypersurface S4 est de degre´ 27, on a γ
−1(S4) = 27d,
d’ou` il re´sulte la formule attendue.
La formule (6.1) re´pond en partie a` une question qui nous a e´te´ pose´e il y a une dizaine
d’anne´es par C. Peskine. Elle montre que β est transverse a` S4 sur un ouvert de D1 : pour obtenir
le the´ore`me 1.1 il suffirait donc de prouver que β|D1 est ge´ne´riquement injective. Nous ne savons
malheureusement pas traiter cette question. Par contre, l’e´tude de β|D2 est plus facile ; la formule
ci-dessus dit que β n’est pas transverse a` S4 sur un ouvert D2, ce qui complique la de´monstration
du the´ore`me 1.1 dans le cas n = 4.
7. Ge´ome´trie des quartiques singulie`res
On pose V = H0(OP2(1))
∗ de sorte que le plan projectif conside´re´ est l’espace des droites
vectorielles de V. On de´signe par Cn = P(H
0(OP2(n))) le syste`me line´aire des courbes planes de
degre´ n, et par Sn ⊂ Cn l’hypersurface des courbes singulie`res. Si q est une courbe de degre´ n,
repre´sente´e par un polynoˆme homoge`ne f ∈ SnV∗ la courbe polaire q'(a) d’un point a ∈ P2 est la
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courbe de degre´ n− 1 de´finie par x 7→ ∂xf.a
′, ou` δxf de´signe la diffe´rentielle de f au point x et a
′
est un vecteur non nul de V repre´sentant le point a Cette courbe polaire recoupe la courbe q aux
points de contact x des tangentes a` q issues de a. On s’inte´resse ici aux quartiques singulie`res.
7.1. Conique associe´e a` une quartique singulie`re.
On se propose de montrer que dans le cas d’une quadrique singulie`re suffisamment ge´ne´rale,
les points de contacts des tangentes issues du point singulier appartiennent a` une conique p bien
de´termine´e.
Proposition 7.1. — Soit q une quartique plane singulie`re en un seul point double O, et q′
la cubique polaire de O. On conside`re le nombre d’intersection (q,q′)O.
(i) On a (q, q′)O ≥ 6, l’e´galite´ n’ayant lieu que si q
′ inte`gre.
(ii) Si (q, q′)O = 6 l’intersection q∩q
′ est la re´union d’un sous-sche´ma de longueur 6 concentre´
en O, contenu dans le coˆne tangent en O a` q et d’un sous-sche´ma de longueur 6 contenu dans une
conique p ne passant pas par O.
De´monstration. L’hypothe`se assure que la quartique q est inte`gre, et donc le nombre
d’intersection (q, q′)O a un sens. On peut supposer que le point singulier O est l’origine dans
le plan affine A de´fini par le comple´mentaire de la droite ∆ d’e´quation t = 0, ou` t ∈ H0(OP2(1)),
qu’on prend pour droite de l’infini. On de´signe par mO l’ide´al du point O. La quartique q est le
sche´ma des ze´ros d’une section f ∈ H0(OP2(4)) s’e´crivant
f = t2f2 + tf3 + f4 (7.1)
ou` fi ∈ H
0(miO(i)) ≃ H
0(O∆(i)) est un polynoˆme homoge`ne de degre´ i, de sorte que la cubique q
′
polaire de O est le sche´ma des ze´ros de la forme cubique
g = 2tf2 + f3 (7.2)
Il re´sulte des formules (7.1) et (7.2) ci-dessus que q′ et q ont meˆme coˆne C a` l’origine, de´fini par la
forme quadratique f2. Le nombre d’intersection a` l’origine (q, q
′)O est donne´ par
(q, q′)O = (tf3 + 2f4, 2tf2 + f3)O
Il en re´sulte que (q, q′)O ≥ 6 avec e´galite´ si et seulement si les formes binaires f2 et f3 n’ont pas
de ze´ro commun sur ∆. Il revient au meˆme de demander que le coˆne C et la cubique q′ n’ont pas
de composante commune, ou encore que la cubique q′ est inte`gre, ce qui de´montre (i) .
Supposons que (q, q′)O = 6. Sur la droite de l’infini ∆ les formes binaires f2 et f3 n’ont pas de
ze´ro en commun. Le complexe de Koszul associe´ a` (f3, f2) montre qu’il existe une forme line´aire φ
et une forme quadratique ψ uniques telles que f4 = φf3 + ψf2. On a alors
f = (t2 + ψ)f2 + (t+ φ)f3
= (t+ φ)g − (t2 + 2tφ− ψ)f2 (7.3)
La conique p d’e´quation t2 + 2tφ − ψ = 0 ne passe pas par l’origine. Le cycle intersection de la
quartique q et de la cubique q′ est donne´ par
(q, q′) = (g, f2)OO+
∑
m
(q′, p)mm
ce qui de´montre l’assertion (ii).
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7.2. Le morphisme q 7→ (q′, p)
On de´signe par S4 l’hypersurface de C4 des quartiques singulie`res, et par S
∗
4 l’ouvert de S4
des courbes singulie`res q ayant au plus un point singulier ordinaire O, satisfaisant a` la condition
(q, q′)O = 6, autrement dit telles que la polaire q
′ soit inte`gre.
On de´signe de meˆme par S3 l’hypersurface de C3 des cubiques singulie`res, et par S
∗
3 l’ouvert
de S3 des cubiques qui ont exactement un point double ordinaire.
On dispose d’un morphisme S∗4 ✲ P2 qui associe a` la quartique q son unique point singulier
O. Conside´rons en effet l’hypersurface S4 des quartiques singulie`res. C’est l’image de la sous-varie´te´
S˜4 lisse de codimension 3 de C4 × P2 des couples (q,m) ∈ C4 × P2 tels que jmf = 0, ou` f de´signe
l’e´quation de q, et jmf le jet d’ordre un de f au point m, par la projection (q,m) 7→ q. Cette
projection a alors une section au-dessus de l’ouvert S∗4. La compose´e de cette section avec la
projection S˜4 ✲ P2 fournit le morphisme annonce´. La meˆme remarque vaut pour l’ouvert des
cubiques inte`gres a` point double ordinaire : on dispose d’un morphisme S∗3
✲ P2.
Proposition 7.2. — Le morphisme
S∗4
✲ S∗3 × C2
qui associe a` q le couple (q′, p) est un isomorphisme sur un ouvert U de la varie´te´ des couples
forme´s d’une cubique irre´ductible singulie`re en un point double ordinaire O et d’une conique ne
passant pas par O.
De´monstration. Les deux membres sont des ouverts de fibre´s localement triviaux en espaces
projectifs de dimension 11 au-dessus de P2, et le morphisme ci-dessus est compatible avec cette
projection, de sorte qu’on peut fixer le point singulier O, et choisir la droite de l’infini d’e´quation
t = 0 ne passant pas par O. Toute cubique q′ n’ayant qu’un point double ordinaire est le sche´ma
des ze´ros d’une section de la forme g = 2tf2+ f3 ou` fi ∈ H
0(miO(i)) = H
0(O∆(i)), et ou` f2 est une
forme quadratique non de´ge´ne´re´e. Toute conique p du plan ne passant pas par l’origine O a pour
e´quation
t2 + 2φt− ψ = 0
ou` φ ∈ H0(mO(1)) et ψ ∈ H
0(m2O(2)), de sorte que le morphisme inverse est donne´ par (q
′, p) 7→ q
ou` la quartique q a pour e´quation f = 0, ou` f = t2f2 + tf3 + f4, et ou` f4 se calcule par la formule
f4 = ψf2 + φf3.
En ge´ne´ral, si φ et ψ sont quelconques, la quartique q ainsi construite peut eˆtre singulie`re en l’un
des points d’intersection de q′ et p, par exemple si f4 = 0. Pour eˆtre suˆr que O est le seul point
singulier, il faut e´crire que q est lisse en ces points, ce qui est une condition ouverte.
7.3. Calcul de la de´rive´e du morphisme q 7→ p
Soit t une forme line´aire sur V, fixe´e une fois pour toute, conside´re´e comme e´quation de la
droite de l’infini ∆ et ξ un vecteur tel que 〈t, ξ〉 = 1. Le plan projectif contient le plan affine A ⊂ V
de´fini par l’e´quation 〈t, x〉 = 1. On e´tudie les quartiques singulie`res au voisinage d’un point O ∈ A
fixe´.
Tout vecteur de V s’e´crit x = ξt+ u avec u ∈W = ker t, de sorte que l’e´quation f de q s’e´crit
f(ξt+ u) =
∑
i
t4−ifi(ξ)(u)
ou` i!fi(ξ) = ∂
i
ξf est la diffe´rentielle i-ie`me de f en ξ; c’est un polynoˆme homoge`ne de degre´ i
sur W et ξ 7→ fi(ξ) est homoge`ne de degre´ 4 − i en ξ. Dire que q est singulie`re en ξ signifie que
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f0(ξ) = f1(ξ) = 0. La conique p associe´e a un sens si f2(ξ) et f3(ξ) n’ont pas de ze´ro en commun
et a pour e´quation
t2 + 2tφ− ψ = 0
ou` la forme line´aire φ sur W et la forme quadratique ψ sur W sont de´finis par la condition de
Koszul dans H0(O∆(4))
f3(ξ)φ+ f2(ξ)ψ = f4(ξ) (7.4)
Soit O un point fixe´ dans le plan affine A. Pour tout g ∈ H0(O(4)), on e´crit comme pour f
g(ξt+ u) =
∑
i
t4−igi(ξ)(u)mod f.
L’espace vectoriel tangent a` S˜4 au point (q,O) est donne´ par les couples (g, ξ)) ∈ H
0(Oq(4)) ×W
tels que
g(O) = 0
g1(O) + ∂Of1.ξ = 0
Remarquons que du fait que f1(z) = ∂zf , ∂Of1 est aussi le Hessien HOf = 2f2(O) vu comme
application line´aire W ✲ W∗. Par de´rivation de 7.4 au point (q,O), on obtient
f3(O)φ˙+ f2(O)ψ˙ + [g3(O) + ∂Of3.ξ]φ+ [g2(O) + ∂Of2.ξ]ψ = g4(O)
ce qui de´termine φ˙ et ψ˙ en fonction de g et ξ. Si on identifie H0(O∆(i)) = S
iW∗ avec son image
dans Hom(W, Si−1W∗) on peut e´crire ∂Ofi.ξ =
1
i!∂
i+1
O f(ξ) = (i + 1)fi+1(O)(ξ). La quartique q a
en O un point double ordinaire ; de´signons par HOf = 2f2(O) le Hessien de f en O, vu comme
application line´aire inversible W ✲ W∗. Les e´quations
HOf(ξ) = −g1(O)
f3(O)φ˙+ f2(O)ψ˙ = g4(O)− [g3(O) + 4f4(O).ξ]φ− [g2(O) + 3f3(O).ξ]ψ
permettent de calculer (ξ, φ˙, ψ˙) et donc l’image du vecteur tangent g dans H0(Op(2)).
7.4. Le diviseur L∗2 de S
∗
4
On s’inte´resse au diviseur note´ L∗2 de l’ouvert S
∗
4 des quartiques singulie`res telles que la conique
associe´e p soit singulie`re. Le coˆne tangent C au point singulier O d’une quartique q ∈ S∗4 coupe la
quartique suivant deux points triples et l’on a d’apre`s la formule (7.3)
(C, q)− (C, q')OO = (t+ φ, f2)
l’intersection re´siduelle est donc porte´e par la droite d’e´quation t+φ = 0, polaire de O par rapport
a` la conique p associe´e a` O.
Proposition 7.3. — Soit q une quartique de S∗4. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) La droite de´finie par l’intersection re´siduelle (C, q) − (C, q)0O est tangente a` la quartique
q.
(ii) La conique p associe´e a` q est singulie`re.
Si ces conditions sont satisfaites, la conique p a un seul point singulier qui est exactement le
point de tangence de la droite porte´e par l’intersection re´siduelle ci-dessus.
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De´monstration. On utilise la formule (7.3). On a vu ci-dessus
(f, t+ φ) = (t+ φ, φ2 + ψ) + (t+ φ, f2)
L’intersection re´siduelle (t+ φ, φ2 + ψ) est l’intersection du coˆne quadratique issu de O de´fini par
φ2+ψ ∈ H0(m2O(2)) et de la droite d’e´quation t+φ = 0, qui ne passe pas par O. Cette intersection
est un point double si et seulement si le discriminant ∆(φ2 + ψ) est nul. Ce discriminant est aussi
celui de la forme quadratique de´finie sur V par t2+2tφ−ψ ce qui conduit a` l’e´quivalence de (i) et
(ii). Puisque la quartique est irre´ductible, le nombre d’intersection (f, t + φ) est fini, et par suite
la forme quadratique φ2 + ψ n’est pas nulle. Alors le rang de la conique p est 2, et le noyau de la
forme quadratique correspond au point de tangence de la droite d’e´quation t+ φ = 0.
8. Restriction du morphisme de Barth a` D2
Donnons d’abord une description de´taille´e du diviseur D2. Conside´rons un syste`me cohe´rent
(Γ,Θ) repre´sentant un point stable de D2. Le faisceau Θ sous-jacent n’est jamais stable : il contient
au moins un sous-faisceau cohe´rent Θ′ de classe de Grothendieck c2 et par stabilite´, le sous-espace
Γ ne rencontre pas H0(Θ′). Il s’e´crit donc comme extension
0 ✲ (0,Θ′) ✲ (Γ,Θ) ✲ (Γ′′,Θ′′) ✲ 0 (8.1)
ou` Θ′ et Θ′′ sont des faisceaux purs de classe c2 ; ce sont donc des faisceaux inversibles de degre´ 2
sur des droites ℓ′ et ℓ′′ respectivement. Le syste`me cohe´rent (Γ′′,Θ′′) de´finit un point de l’espace
de modules Syst( c2 , 2). Cet espace de modules est tre`s facile a` de´crire :
Lemme 8.1. — On a un isomorphisme canonique
Syst(
c
2
, 2) ≃ Hilb2(P2)
De´monstration. Etant donne´ un syste`me cohe´rent semi-stable Λ = (Γ,Θ) de classe de
Grothendieck c2 , le faisceau Θ sous-jacent est isomorphe a` un faisceau inversible Oℓ(2) sur une
droite ℓ de P2 ; a` un tel syste`me line´aire (Γ,Oℓ(2)) on associe le sous-sche´ma de ℓ des ze´ros des
quadriques singulie`res qui appartiennent a` Γ. On obtient ainsi l’isomorphisme attendu.
Re´ciproquement, conside´rons l’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions (8.1) ; quand
Λ′ = (0,Θ′) et Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) sont fixe´es, ces extensions sont classe´es a` isomorphisme pre`s par
l’espace projectif P(Ext1(Λ′′,Λ′)) des droites de Ext1(Λ′′,Λ′). De la suite exacte
0 ✲ Hom(Θ′′,Θ′) ✲ Hom(Γ′′,H0(Θ′)) ✲ Ext1(Λ′′,Λ′) ✲ Ext1(Θ′′,Θ′) ✲ 0 (8.2)
il de´coule que l’espace vectoriel Ext1(Λ′′,Λ′) est de dimension 7. Conside´rons maintenant les
syste`mes cohe´rents universels Λ′ et Λ′′ parame´tre´s par S = P∗2 × Hilb
2(P2), et le fibre´ vectoriel
de rang 7 sur S de´fini par V = Ext1pr1(Λ
′′,Λ′). Le fibre´ en espaces projectif P(V) de rang 6 au-dessus
de P∗2 ×Hilb
2(P2) associe´ a` ce fibre´ vectoriel parame`tre alors toutes les extensions (8.1).
Lemme 8.2. — Soit I le ferme´ de P(V) des points de´finissant un syste`me cohe´rent instable.
(i) L’image de I est contenu dans le ferme´ des couples (Λ′,Λ′′) tels que le syste`me line´aire
Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) ait un point de base.
(ii) Le ferme´ I est de dimension 4 et la projection I ✲ P∗2 ×Hilb
2(P2) est injective.
En particulier une fibre ge´ne´rale de P(V) ✲ P∗2 × Hilb
2(P2) ne rencontre pas le ferme´ des
points instables.
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De´monstration. Si le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) est instable, il existe un sous-faisceau F de Θ
de multiplicite´ 1 tel que Γ ⊂ H0(F). Alors F n’est pas contenu dans Θ′ et la projection F ✲ Θ′′
est non nulle ; par suite c’est un plongement. Si c’est un isomorphisme, l’extension sous-jacente
0 ✲ Θ′ ✲ Θ ✲ Θ′′ ✲ 0 (8.3)
serait scindable : le faisceau F serait le graphe d’un morphisme a : Θ′′ ✲ Θ′ et le sous-espace Γ
serait l’image de Γ′′ par l’application line´aire a : H0(Θ′′) ✲ H0(Θ′). Mais en vertu de la suite
exacte (8.2), ceci impliquerait que la classe dans Ext1(Λ′′,Λ′) de l’extension (8.1) serait nulle, ce
qui est contraire a` l’hypothe`se. Il en re´sulte qu’obligatoirement le morphisme F ✲ Θ′′ n’est pas
surjectif et a pour image le sous-faisceau F′′ de Θ′′ des sections qui s’annulent en un point α ∈ ℓ′′.
Ceci prouve que le syste`me line´aire Λ′′ a un point de base ce qui de´montre (i).
Reste a` trouver dans ce cas quels sont les points instables dans la fibre au-dessus de (Λ′,Λ′′).
Supposons d’abord Θ′ 6= Θ′′. Montrons que dans ce cas l’extension sous-jacente n’est pas scindable.
Si cette extension e´tait scindable, un tel scindage fournirait une projection Θ ✲ Θ′ de noyau
Θ′′ et la restriction F ✲ Θ′ serait nulle ; dans la somme directe H0(Θ) = H0(Θ′) ⊕ H0(Θ′′)
le sous-espace Γ proviendrait du sous-espace vectoriel Γ′′ de Θ′′. Mais alors ceci signifierait
que la suite exacte de syste`mes cohe´rents (8.1) serait elle aussi scindable, ce qui est exclus
par hypothe`se. Le support de Θ′ est une droite ℓ′ d’e´quation x = 0. Le faisceau Θ est un
faisceau inversible sur la conique c support de Θ ; on a Θ|ℓ′ = Oℓ′(3), et la suite exacte
0 ✲ Θ′′(−1)
x✲ Θ ✲ Θ|ℓ′ ✲ 0. Le morphisme induit F ✲ Θ|ℓ′ est nul. Donc
Γ = Γ′′ = H0(Θ′′(−1)) et ce sous-espace vectoriel s’identifie au syste`me line´aire des sections de Θ′′
qui sont divisible par x c’est-a`-dire des sections qui s’annulent au point singulier O de c. Dans ce
cas, dans la fibre, il n’y a donc qu’un point instable : le sous-espace Γ est le noyau du morphisme
de restriction H0(Θ) ✲ H0(Θ|ℓ′).
Supposons maintenant Θ′ = Θ′′; le support de ces faisceaux est une droite ℓ.Montrons qu’alors
l’extension (8.2) est scindable. On sait que F isomorphe a` Oℓ(1). L’extension induite
0 ✲ Oℓ(2) ✲ Θ1 ✲ F ✲ 0
est alors scindable ; ces extensions sont classe´es par Ext1(F,Θ′) ≃ H0(Oℓ(2)), et le morphisme
Ext1(Θ′′,Θ′) ✲ Ext1(F,Θ′) induite par l’inclusion F →֒ Θ′′ s’identifie a` l’application line´aire
H0(Oℓ(1)) ✲ H0(Oℓ(2)). L’inclusion F →֒ Θ′′ est donne´e par une section non nulle de H0(Oℓ(1))
et l’image de la classe de l’extension correspondant a` Θ est nulle. Donc l’extension (8.3) est elle
aussi scindable. Si on se donne un tel scindage, la classe de l’extension (8.1) a un repre´sentant dans
l’espace vectoriel Hom(Γ′′,H0(F′)) qui se calcule en e´crivant que dans le somme directe H0(Θ) =
H0(Θ′)⊕H0(Θ′′) le sous-espace Γ est le graphe d’une application line´aire α : Γ′′ ✲ H0(Θ′). Le
faisceau F est l’image d’un morphisme de faisceaux a : F′′ ✲ Θ′, et le sous-espace Γ est l’image
de Γ′′ = H0(F′′) par l’application line´aire H0(a) : Γ′′ = H0(F′′) ✲ H0(Θ′) ; l’application line´aire
α = H0(a) est donc le repre´sentant cherche´. Puisque Hom(F′′,Θ′) ≃ H0(Oℓ(1)) l’application line´aire
compose´e H0(Oℓ(1)) ✲ Hom(Γ′′,H0(Θ′)) ✲ Ext
1(Λ′′,Λ′) est de rang 1 et son image est une
droite vectorielle : cette classe de´finit un seul point P(Ext1(Λ′′,Λ′)) ; par suite dans la fibre il n’y
qu’un seul point instable.
Il re´sulte de cette description que se donner un point de I revient a` un donner un couple (c,O)
forme´ d’une conique singulie`re et d’un point singulier O de cette conique. Dans P(V) le ferme´ I des
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syste`mes cohe´rents instables est donc de dimension 4 et ne rencontre pas les fibres au-dessus des
points (Λ′,Λ′′) telles que Λ′′ soit sans point de base. Ceci ache`ve la de´monstration.
L’ouvert P(V) \ I parame`tre une famille de syste`me cohe´rents semi-stables. Rappelons que
les points strictement semi-stables de S4 constituent un ferme´ de codimension 5. La proprie´te´ de
module grossier de S4 fournit un morphisme dominant P(V)\ I ✲ D2. Il en re´sulte en particulier
que le diviseur D2 est bien irre´ductible. L’e´nonce´ qui suit entraˆıne en fait que ce morphisme est
birationnel. Par composition avec le morphisme de Barth on obtient un morphisme
P(V) \ I ✲ C4
note´ encore γ. On conside`re l’ouvert S∗4 et dans cet ouvert le diviseur L
∗
2 introduit dans la section
pre´ce´dente.
The´ore`me 8.3. — (i) Si s ∈ P(V) \ I, la quartique qs associe´e a` s appartient a` S4.
(ii) L’image de γ : P(V)\I ✲ S4 rencontre l’ouvert S∗4. Au-dessus de cet ouvert, le morphisme
γ est un plongement qui a pour image le diviseur L∗2.
Il en re´sulte en particulier que le morphisme γ : D2 ✲ C4 est ge´ne´riquement injectif. En
plus, cet e´nonce´ permet de de´cider qu’une quartique singulie`re suffisamment ge´ne´rale est ou non
dans l’image de γ.
De´monstration. Conside´rons l’ouvert P(V)∗ des points de P(V) repre´sentant une extension
(8.1) satisfaisant aux conditions suivantes :
(a) Les supports ℓ′ de Θ′ et ℓ′′ de Θ′′ sont deux droites distinctes, dont on de´signe par O
l’intersection.
(b) L’extension 0 ✲ Θ′ ✲ Θ ✲ Θ′′ ✲ 0 associe´e a` (8.1) n’est pas scinde´e. En
particulier, Θ est localement libre sur la conique c re´union de ℓ′ et ℓ′′, et on a Θ|ℓ′ = Oℓ′(3) et
Θ|ℓ′′ = Oℓ′′(2).
(c) Le syste`me line´aire Λ = (Γ,Θ) est sans point de base. En particulier, le syste`me line´aire
Λ′′ n’a pas de point de base et de´finit une involution I sur la droite ℓ′′ dont les points fixes a et b
sont les points associe´s dans Hilb2(P2).
(d) Le point O n’est pas fixe sous l’involution I.
(e) L’unique section sO de Γ qui s’annule en O n’a pas de ze´ro double sur la droite ℓ
′ (sauf
peut-eˆtre O qui alors n’est pas un ze´ro triple).
(f) Les sections sa et sb de Γ qui s’annulent aux deux points fixes a et b de l’involution I sur
ℓ′′ n’ont pas de ze´ro double sur la droite ℓ′.
Les points de P(V)∗ de´finissent des syste`mes cohe´rents semi-stables d’apre`s le lemme 8.2. On a
alors un morphisme dominant P(V)∗ ✲ D2. L’assertion (i) re´sulte du corollaire 5.6 et du fait que
si s est un point de P(V)∗ alors la quartique qs associe´e est singulie`re en ℓˇ
′ : il suffit de constater
que Θ|ℓ′ = Oℓ′(3). Pour de´montrer (ii), nous devons expliquer comment trouver l’e´quation de qs.
Conside´rons le morphisme de suites exactes associe´ a` l’extension (8.1) :
0 ✲ Γ⊗ O ✲ Γ′′ ⊗ O ✲ 0
0 ✲ Θ′
❄
✲ Θ
❄
✲ Θ′′
❄
✲ 0
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Si Λ′′ est sans point de base, le noyau du morphisme de droite est un faisceau localement libre F′′
stable de rang 2 de classes de Chern (−1, 2) et on a une application line´aire
Ext1(Λ′′,Λ′) ✲ Hom(F′′,Θ′)
induite par l’homomorphisme de liaison figurant dans le diagramme du serpent associe´ a` ce
diagramme (5). Par application du foncteur pr1∗ pr
∗
2(−) on voit d’apre`s le lemme 5.2 que l’on
obtient un diagramme commutatif de suites exactes
0 ✲ Γ⊗ O ✲ Γ′′ ⊗ O ✲ 0
0 ✲ m2
ℓˇ′
(2)
❄
✲ G
ϕ
❄
✲ m2
ℓˇ′′
(2)
ϕ′′
❄
✲ 0
.
Le noyau de la dernie`re fle`che verticale est le faisceau pr1∗(pr
∗
2(F
′′)) isomorphe a` O(−2). Le
morphisme de liaison associe´ fournit un morphisme O(−2) ✲ m2
ℓˇ′
(2) par suite une section
qs de O(4) bien de´finie a` homothe´tie pre`s.
Lemme 8.4. — Si Λ′′ = (Γ′′,Θ′′) est sans point de base, la section qs est non nulle. La
quartique qs d’e´quation qs = 0 est la quartique de Lu¨roth associe´ au point de D2 de´fini par s.
De´monstration. On de´roule la suite exacte du serpent associe´e au diagramme ci-dessus : on
obtient la suite exacte
0 ✲ O(−2)
qs✲ m2
ℓˇ′
(2) ✲ Q ✲ Q′′ ✲ 0
ou` Q = coker (ϕ) et Q′′ = coker (ϕ′′). Ce dernier faisceau est un faisceau de support le point ℓˇ′′.
Ceci entraˆıne e´videmment qs 6= 0 ; le faisceau Q, dont on sait qu’il est pur de dimension 1, a alors
pour support sche´matique la quartique qs d’e´quation qs = 0. D’ou` le lemme.
On retrouve que la quartique qs est singulie`re en ℓˇ
′. De plus, le morphisme de Barth
γ : P(Ext1(Λ′′,Λ′)) ✲ C4 est une homographie (donc injective) sous la seule hypothe`se que
le syste`me line´aire Λ′′ soit sans point de base. Ve´rifier que si s ∈ P(V)∗ la quartique qs appartient
a` S∗4 demande une e´tude plus pousse´e de l’e´quation de qs.
Lemme 8.5. — Soit s ∈ P(V) satisfaisant aux conditions (a)-(f). Alors la quartique de Lu¨roth
qs appartient a` S
∗
4.
De´monstration. Pour obtenir des renseignements sur la quartique qs on utilise le fait que
l’application ci-dessus en restriction a` une fibre de P(Ext1(Λ′′,Λ′)) est une homographie de`s que
Λ′′ n’a pas de point de base. Conside´rons une extension non triviale (8.1) satisfaisant aux conditions
(a)-(f). Elle de´finit un fibre´ inversible Θ sur la conique c. On de´signe par x = 0 l’e´quation de ℓ′ et
y = 0 l’e´quation de ℓ′′. Le fibre´ Θ est de degre´ 3 sur ℓ′ et de degre´ 2 sur ℓ′′.
On peut choisir d’apre`s la condition (d) une forme line´aire t de sorte que (x, y, t) soit une base
de V∗ et s’annulant au point conjugue´ de O par rapport a` a et b : alors le syste`me line´aire (Γ′′,Θ′′)
est de´fini par les quadriques xt et x2+ t2. Conside´rons une section τ de Θ(−2) non nulle sur ℓ′′; on
(5) Il est facile de voir que cette application line´aire est inversible, mais nous n’en aurons pas
besoin.
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peut encore supposer que t est choisie de sorte que τ s’annule sur ℓ′ au point x = t = 0. On de´signe
par [u, v, w] les coordonne´es homoge`nes dans le dual de P2 : un tel point repre´sente la droite de P2
d’e´quation ux+ vy + wt = 0.
|
a
|
b✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁✁❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏0
x = 0
ℓ′
y = 0
ℓ′′
t = 0
P2
Conside´rons le point s0 ∈ P(Ext
1(Λ′′,Λ′)) de´fini par le syste`me line´aire (Γ0,Θ) engendre´ par
les sections σ1 = xtτ et σ2 = (x
2 + t2)τ. Evidemment, ce syste`me line´aire a pour point de base le
point x = t = 0, et chacune de ces sections s’annule a` l’ordre ≥ 3 en ce point. Alors la quartique
associe´e q0 contient la droite triple de´finie par le point [0,1,0], d’e´quation v
3 = 0 et une autre
droite. La section σ1 s’annule identiquement sur ℓ
′, et elle s’annule aussi au point [1, 0, 0]. Donc la
quartique q0 contient aussi la droite d’e´quation u = 0 ; elle a pour e´quation v
3u = 0. Remarquons
que cette quartique est lisse au point ℓˇ′′, et que la tangente en ℓˇ′′ correspond au second point de
ℓ′′ ou` s’annule la section σ1 ∈ Γ0.
Conside´rons maintenant une extension s∞ ∈ P(Ext
1(Λ′′,Λ′)) quelconque de´finissant un
syste`me cohe´rent (Γ∞,Θ∞) tel que l’extension (8.3) soit scinde´e : autrement dit s∞ appartient a`
l’hyperplan de l’infini de´fini par les ze´ros de la forme line´aire
Ext1(Λ′′,Λ′) ✲ Ext1(Θ′′,Θ′) = k
Comme Hom(Θ′′,Θ′) = 0 une telle extension est de´finie par une application line´aire non nulle
f∞ ∈ Hom(Γ
′′,H0(Θ′)), unique a` homothe´tie pre`s, qu’on peut voir aussi comme une application
line´aire f : Γ′′ ✲ H0(m2
ℓˇ′
(2)). Le morphisme F′′ ✲ Θ′ associe´ a` s∞ est alors le compose´
F′′ ✲ Γ′′⊗O ✲ Θ′, ou` la premie`re fle`che est l’inclusion canonique, et la seconde se construit
en composant f∞ avec le morphisme d’e´valuation. L’e´quation q∞ de la quartique q∞ associe´e
s’obtient en appliquant le foncteur pr1∗(pr
∗
2(−)) : elle est donne´e par le morphisme compose´
OP∗2 (−2)
✲ Γ′′ ⊗ OP∗2
✲ m2
ℓˇ′
(2).
On prend pour base de Γ′′ les formes quadratiques xt et x2 + t2 correspondant aux sections σ1 et
σ2 de Θ
′′ de´finies les formules ci-dessus, en restriction a` ℓ′′ ; a` ces sections correspondent les formes
quadratiques (−uw, u2 + w2) la quartique q∞ a donc une e´quation de la forme
(u2 + w2)A1(v, w) + uwA2(v, w) = 0
ou` A1(v, w) et A2(v, w) sont des formes binaires de degre´ 2. Cette quartique est singulie`re en ℓˇ
′ et
ℓˇ′′. Par line´arite´, on voit que l’e´quation de la quartique de Lu¨roth qs associe´e a` un point quelconque
s de P(Ext1(Λ′′,Λ′)) est de la forme
v3u+ (u2 + w2)A1(v, w) + uwA2(v, w) = 0
ou` A1 et A2 sont des formes binaires de degre´ 2, pourvu que la condition (b) soit satisfaite. On
voit que le point ℓˇ′ = [1, 0, 0] est un point de multiplicite´ 2 pourvu que la forme binaire A1(v, w) ne
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soit pas nulle, et que le point ℓˇ′′ = [0, 1, 0] est un point lisse : la tangente correspond au deuxie`me
ze´ro de la section σ1 sur ℓ
′′.
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
✁
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
◗
aˇ
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏
❏❏
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
bˇ
v = 0
w = 0
u = 0
P∗2
ℓˇ′ = [1, 0, 0] ℓˇ′′ = [0, 1, 0]
[0, 0, 1]
Le coˆne tangent de qs en ℓˇ
′.
Supposons que les conditions (a)-(d) soient satisfaites au point s. Pour comprendre le coˆne
tangent de qs au point singulier ℓˇ
′ nous devons e´tudier la forme quadratique A1(v, w). Le fibre´
inversible Θ sous-jacent au syste`me line´aire (Γ,Θ) est de´fini par la meˆme extension (8.3) que pour
le point s0. De´signons par σ l’unique section de Θ(−2) qui s’annule au point d’intersection O, et
lie´e sur a` τ par la relation tσ + yτ = 0. Sur ℓ′′ cette section s’annule, et σ peut donc eˆtre vue
comme une section de Θ′(−2).
Puisque s n’a pas de point de base, s 6= s0 et la droite s0s rencontre l’hyperplan de l’infini
en un point s∞, ce qui de´finit une application line´aire f∞ qui est donne´e dans la base de Γ
′′
ci-dessus par deux sections de Θ′ qui s’e´crivent sous la forme f1 = g1(y, t)σ et f2 = g2(y, t)σ ou`
g1 et g2 sont des formes binaires, de sorte que l’espace vectoriel Γ est engendre´ par les sections
xtτ + g1(y, t)σ, (x
2 + t2)τ + g2(y, t)σ. Dans l’isomorphisme H
0(Θ′′) ≃ H0(m2
ℓˇ′′
(2)), aux formes
binaires xt et x2 + t2 correspondent les formes binaires −uw et u2 + w2 respectivement dans le
plan projectif dual. De meˆme dans l’isomorphisme H0(Θ′) ≃ H0(m2
ℓˇ′
(2)) aux formes binaires gi(y, t)
correspondent les formes binaires gi(w,−v) dans le plan projectif dual, et l’e´quation de la quartique
associe´e est donc de la forme
λv3u+ (u2 + w2)g1(w,−v) + uwg2(w,−v) = 0
ou` λ est un scalaire non nul que nous allons pre´ciser. Pour ceci, on examine l’intersection de cette
quartique avec la droite de P∗2 d’e´quation w + u = 0 : cette intersection est donne´e par le sche´ma
des ze´ros de la forme de degre´ 4
w[−λv3 + w(2g1(w,−v)− g2(w,−v))].
Il s’agit donc d’interpre´ter l’intersection du pinceau de droites de P2 passant par le point fixe a =
[1, 0, 1] avec la quartique qs. La section de Γ qui s’annule en ce point est (x−t)
2τ+(g2−2g1)(y, t)σ ;
elle ne s’annule pas en O. Par suite, l’intersection est donne´e par le coˆne de sommet a et de´fini par
le sche´ma des ze´ros de la forme de degre´ 3 sur ℓ′ de´finie par t3 + y(2g1 − g2)(y, t) ze´ros auxquels
on doit ajouter la droite ℓ′′. Dans le dual, on obtient ainsi la forme quartique
wv3 − w2(2g1(w,−v) − g2(w,−v))
ce qui prouve que λ = 1.
Remarquons que les ze´ros de la section qui s’annule en 0 sont donne´s sur ℓ′ par l’e´quation
g1(y, t)σ = 0 donc d’apre`s la condition (c) la forme binaire g1 n’est pas identiquement nulle : ceci
implique que ℓˇ′ est un point double sur qs.
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La polaire de qs au point singulier ℓˇ
′ , et la conique p associe´e.
L’e´quation de la quartique qs s’e´crit en choisissant u = 0 comme droite de l’infini e´vitant le
point singulier ℓˇ′ = [1, 0, 0]
u2(g1(w,−v)) + u(v
3 + wg2(w,−v)) + w
2g1(w,−v) = 0
Conside´rons les 2 sections qui engendrent Γ. Sur ℓ′ elles s’annulent aux points de´finis par les
e´quations
yg1(y, t) = 0
t3 − yg2(y, t) = 0
D’apre`s l’hypothe`se (c) le syste`me line´aire est sans point de base. Par conse´quent, ces deux
e´quations n’ont pas de ze´ro commun sur ℓ′. Il est e´quivalent de dire que dans le dual les formes
binaires wg1(w,−v) et v
3+wg2(w,−v) n’ont pas de ze´ro en commun. Ainsi, la cubique polaire q
′ de
ℓ′, est inte`gre. La condition (e) signifie exactement que la forme quadratique g1 est de discriminant
non nul, ce qui implique que ℓ′ est un point double ordinaire sur la quartique. La condition (f)
implique que d’apre`s la proposition 5.8 la quartique ne contient pas d’autre point singulier que
ℓˇ′ ou ℓˇ′′. Mais ces points singuliers sont force´ment a` l’intersection de qs et de la polaire q
′
s et on
a de´ja` vu que ℓˇ′′ n’est pas un point singulier. Donc il n’y a pas d’autre point singulier. Ainsi, la
quartique qs appartient a` S
∗
4.
Avec les notations de la section 7, on voit que φ = 0, ψ = w2 la conique associe´e p est alors
de´finie par l’e´quation u2 − w2 = 0 : c’est donc la conique singulie`re de point singulier le point ℓˇ′′.
Cette conique est celle qui est associe´e a` la forme binaire x2 − t2 sur ℓ′′ : il s’agit bien suˆr des
points fixes de l’involution sur ℓ′′ associe´e au syste`me line´aire Λ′′. Ceci ache`ve la de´monstration du
lemme 8.5.
Fin de la de´monstration du the´ore`me 8.3
Conside´rons l’image re´ciproque P(V)∗∗ de l’ouvert S∗4 par γ : P(V) \ I ✲ S4. Puisque
P(V)∗ est dense dans P(V)∗∗ cette image re´ciproque est aussi l’image re´ciproque de L∗2. De´signons
par Hilb2∗(P2) le comple´mentaire de la diagonale dans Hilb
2(P2). On a une application re´gulie`re
L∗2
✲ P∗2 × Hilb
2
∗(P2) qui associe a` q le couple forme´ du point singulier ω de q, et du point de
Hilb2∗(P2) de´fini par la conique singulie`re p de rang 2 associe´e a` q. Cette paire de´finit un couple de
syste`mes cohe´rents (Λ′,Λ′′) de support distincts et tels que Λ′′ soit sans point de base. On a donc
un diagramme commutatif
P(V)∗∗
γ ✲ L∗2
❅
❅
❅
❅
❅❘ ✠ 
 
 
 
 
P
∗
2 ×Hilb
2
∗(P2)
Au-dessus de l’ouvert Hilb2∗(P2) le morphisme γ est un plongement propre puisque cela signifie
exactement que Λ′′ n’a pas de point de base. Le diviseur L∗2 est irre´ductible de dimension 12 et
P(V)∗∗ est aussi de dimension 12 : c’est donc un isomorphisme.
Proposition 8.6. — L’ouvert P(V)∗∗ co¨ıncide avec l’ouvert P(V)∗.
De´monstration. En effet, soit s ∈ P(Ext1(Λ′′,Λ′)) un point de´finissant un syste`me cohe´rent
semi-stable (Γ,Θ) tel que la quartique associe´e qs appartienne a` S
∗
4. Cette quartique e´tant inte`gre,
ce syste`me cohe´rent est en fait stable, et n’a pas de point de base. Par continuite´, le support c de
Θ est une conique singulie`re. Supposons que cette conique soit une droite double ℓ2. Alors Θ est
extension
0 ✲ Oℓ(2) ✲ Θ ✲ Oℓ(2) ✲ 0 (8.4)
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Si cette extension n’est pas scindable Θ est singulier en un seul point O, et dans le pinceau de
droites passant par O, seule la droite ℓ serait de saut d’apre`s la proposition 5.8. Ceci signifie que la
droite de P∗2 de´finie par O rencontre qs au seul point ℓˇ. Ceci contredit le fait que qs n’a qu’un point
double ordinaire. Si l’extension Θ est scinde´e, Θ est un Oℓ−module localement libre de rang 2 et de
degre´ 4 et le syste`me cohe´rent (Γ,Θ) aurait des points de base. Donc la conique c est re´duite et la
condition (a) est satisfaite. La suite exacte (8.3) ne peut eˆtre scindable car alors chacune des deux
droites contenues dans c de´finirait un point singulier de qs. Donc la condition (b) est satisfaite.
La condition (c) est vraie parce qs est inte`gre. Par continuite´, la conique p associe´e a` qs est une
conique singulie`re dont le point singulier est le ℓˇ′′. Puisque cette conique ne rencontre pas le point
ℓˇ′, le point O n’est pas un des points fixes de l’involution I sur ℓ′′, ce qui donne la condition (d).
Comme nous l’avons vu dans la preuve du lemme 8.4 la condition (e) est vraie parce cela traduit
exactement que le point ℓˇ′ est un point double ordinaire de qs et la condition (f) re´sulte du fait
que c’est le seul point singulier de qs.
La varie´te´ des quartiques de Lu¨roth singulie`res de type II est, par de´finition, l’image L2 =
γ(D2) du diviseur D2. Puisque D2 est irre´ductible, il en est de meˆme de L2.
Corollaire 8.7. — La varie´te´ L2 des quartiques de Lu¨roth singulie`res de type II est
l’adhe´rence dans C4 de l’hypersurface de S
∗
4 de´finie par l’e´quation
∆(φ2 + ψ) = 0
ou` ∆ est le discriminant. En particulier, le morphisme L2 ✲ C2 de´fini par q 7→ p n’est pas
dominant.
De´monstration du lemme 6.9
Conside´rons un point de P(V)∗ de´finissant une extension (8.1). Le syste`me cohe´rent (Γ′′,Θ′′)
de´finit d’apre`s [16] un faisceau stable F′′ de rang 2 et classes de Chern (1, 2) : c’est le dual du noyau
du morphisme d’e´valuation Γ′′⊗O ✲ Θ′′. Le faisceau semi-stable F de M4 associe´ a` (Γ,Θ) dans
la correspondance de la section 4 s’inse`re dans une suite exacte
0 ✲ F′′ ✲ F(1) ✲ Oℓ′(−1) ✲ 0
ce qui implique que ℓ′ est une droite de saut d’ordre 2 pour F, i.e. dimH1(F(−1)|ℓ′) = 2. Il
en re´sulte que l’image par la contraction π : S4 ✲ M4 du diviseur D2 est contenu dans le
diviseur des classes de faisceaux semi-stables F qui ont au moins une droite de saut d’ordre ≥ 2.
Re´ciproquement, si F posse`de une droite de saut ℓ′ d’ordre ≥ 2 et n’est pas spe´cial, le conoyau
du morphisme d’e´valuation ev : H0(F(1))⊗O ✲ F(1) posse`de un quotient isomorphe a` Oℓ′(−1)
et par suite son support sche´matique est une conique de´ge´ne´re´e. Donc le syste`me cohe´rent (Γ,Θ)
associe´ a` F appartient au diviseur D2.
9. Fin de la de´monstration, dans le cas n = 4.
Conside´rons le ferme´ γ(∂S4 ∪ e) ; ce ferme´ est constitue´ de quartiques re´ductibles ou de
quartiques ayant un point triple, et est donc de dimension ≤ 11 ; soit C∗4 le comple´mentaire de
ce ferme´ dans C4. On sait que γ est d’apre`s [13] un morphisme fini au-dessus de l’ouvert C
∗
4. Les
diviseurs D1 et D2 rencontrent l’image re´ciproque de cet ouvert C
∗
4. Donc les images L1 et L2
de D1 et D2 sont deux diviseurs de l’hypersurface L = β(M4) des quartiques de Lu¨roth appele´s
respectivement diviseurs des quartiques de Lu¨roth singulie`res de type I et type II ; on va voir que
ces deux diviseurs sont distincts ; ce sont les seules composantes irre´ductibles de L ∩ S4.
On doit ve´rifier que le diviseur L1 n’est pas contenu dans L2. Pour ceci on conside`re la
quartique associe´e a` un point de D1. En ge´ne´ral, cette quartique appartient a` S
∗
4, ce qui de´finit
d’apre`s la section 8 une conique p. Il suffit d’apre`s le corollaire 8.7 de prouver le re´sultat suivant :
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Proposition 9.1. — L’application rationnelle D1  C2 qui associe a` un syste`me line´aire la
conique p est dominante.
On doit d’autre part ve´rifier l’e´nonce´ suivant :
Proposition 9.2. — Le rang de dγ en un point ge´ne´ral de D2 est 13.
De`s lors, la fibre ge´ne´rale du morphisme γ : S4 ✲ C4 est re´duite a` un point au-dessus d’un
point ge´ne´ral de L2, et γ non ramifie´ en ce point. Il en re´sulte (cf. Hartshorne, Chapitre II, lemme
7.4) que le morphisme γ et le morphisme de Barth β sont ge´ne´riquement injectifs. Ceci prouve le
the´ore`me 1.1 dans le cas n = 4.
9.1. De´monstration de la proposition 9.2
Il suffit de trouver un point s ∈ D2 et un vecteur tangent τ ∈ TsS4 tel que
— (1) le morphisme γ : D2 ✲ C4 soit un plongement au voisinage de s;
— (2) le vecteur dsγ(τ) n’appartienne pas a` l’espace tangent a` Tβ(s)L2.
Conside´rons la famille parame´tre´e par P1 de´finie par le conoyau du morphisme de faisceaux
localement libres sur P1 × P2
ψ : O(−1, 1)⊕ O(0, 1) ✲ O2(0, 2)
dont la matrice est donne´e par (
αx t
βt y
)
Le conoyau de ψ de´finit une famille de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck c = 2h+4h2,
dont le support sche´matique est le sous-sche´ma C de P1 × P2 de´fini par l’e´quation a` valeurs dans
O(1, 2)
αxy − βt2 = 0.
Le morphisme P1 ✲ C2 ainsi obtenu est transverse au point ∞ = [1, 0] au diviseur des coniques
singulie`res. De´signons par σ et τ les deux sections canoniques de Θ(−2) obtenues ; au-dessus du
point ∞ elles s’annulent respectivement sur la droite ℓ′′ d’e´quation y = 0 pour σ, et au point
x = t = 0 pour τ. On se place dans ce qui suit au voisinage de ∞, et on pose ǫ = β/α.
La famille parame´tre´e de faisceaux G obtenue sur P∗2 est facile a` calculer : en effet, le module
gradue´ ⊕iH
0(Θ(i)) sur l’anneau des polynoˆmes est engendre´ par H0(Θ(−2)), et les sections σ et τ
satisfont aux relations xσ + ǫtτ = 0; tσ + yτ = 0. Alors on peut prendre pour repe`re pour le fibre´
pr∗2(Θ(−1)) les sections yσ, tσ, xτ, tτ. De meˆme, pour le fibre´ pr2∗(Θ) on peut prendre pour repe`re
(y2σ, ytσ, t2σ, x2τ, xtτ, t2τ). Une droite de P2 a pour e´quation ux + vy + wt = 0; le point associe´
dans le plan projectif dual a pour coordonne´es homoge`nes [u, v, w]. Le morphisme canonique
pr1∗(Θ(−1))⊠ OP∗2 (−1)
✲ pr1∗(Θ)⊠ OP∗2
a pour matrice 

v 0 0 0
w v 0 0
ǫu w 0 −v
0 0 u 0
0 0 w u
0 −ǫu ǫv w


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La famille de faisceaux Gǫ associe´e est le conoyau de ce morphisme. Choisissons maintenant un sous-
fibre´ de rang 2 Γ ⊂ pr1∗() tel que au-dessus de ǫ = 0, (Γ,Θ)0 n’appartienne pas a` D1. Pour ceci, on
conside`re le sous-espace vectoriel Γǫ ⊂ H
0(Θǫ) engendre´ par les sections s+ = (y
2+ t2)σ+(x+ t)2τ
et s− = −(y
2 + t2)σ + (x− t)2τ. Le sche´ma des ze´ros de s+ est obtenu en e´crivant que la matrice(
y2 + t2 x t
(x+ t)2 0 y
)
est de rang ≤1, ce qui donne sur la droite ℓ′′, (x + t)2 = 0 ; de meˆme sur la droite ℓ′ d’e´quation
x = 0, t3 − t2y − y3 = 0. De meˆme, la section s− s’annule sur la droite ℓ
′′, au point double de´fini
par (x − t)2 = 0 et sur ℓ′ en la cubique t3 + t2y + y3 = 0. Il en re´sulte que le syste`me line´aire est
sans point de base. On ve´rifie que le syste`me line´aire obtenu pour ǫ = 0 satisfait en fait a` toutes
les conditions (a)-(f) de la section 9, et donc appartient a` l’ouvert P(V)∗ ; par suite, d’apre`s le
the´ore`me 8.3, la condition (1) est satisfaite au point de D2 ainsi de´fini. Calculons maintenant la
famille de quartiques de Lu¨roth qǫ associe´es : on prend pour base dans Γ les sections
1
2 (s+ ± s−).
La famille qǫ de quartiques de saut associe´es est obtenue en calculant le de´terminant du morphisme
canonique sur k × P∗2
Γ⊠ OP∗
2
⊕ pr1∗(Θ(−1))⊠ OP∗2 (−1)
✲ pr1∗(Θ)
ce qui donne
det


1 0 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 0 ǫu w 0 −v
0 1 0 0 u 0
2 0 0 0 w u
0 1 0 −ǫu ǫv w

 = 0.
On obtient
[(u2 + w2)(v2 + w2) + 2uv3]− ǫ(vu3 + 3uvw2 + uv3 + 2v4) + ǫ2u2v2 = 0.
La quartique de Lu¨roth q0 d’e´quation (u
2 + w2)(v2 + w2) + 2uv3 = 0 est singulie`re au seul
point ℓ′ = [1, 0, 0] et appartient a` L∗2. On prend comme droite de l’infini la droite ∆ de´finie
par l’e´quation u = 0. La question qui nous pre´occupe est de montrer que le vecteur tangent de´fini
par g = vu3+3uvw2+uv3+2v4 n’appartient pas a` Tq0L
∗
2. Il suffit de se convaincre que la conique
d’e´quation 2uφ˙−ψ˙ = 0 ne passe pas par le point singulier de la conique p0 associe´e a` q0. L’e´quation
de q0 s’e´crit
f = u2f2 + uf3 + f4 = 0
ou` les formes binaires fi de degre´ i sont de´finies par
f2 = v
2 + w2
f3 = 2v
3
f4 = w
2(v2 + w2)
L’application line´aire
H0(O∆(2))⊕H
0(O∆(1))
(f2 f3)✲ H0(O∆(4))
est inversible, puisque f2 et f3 n’ont pas de ze´ro en commun. La conique p0 associe´e s’obtient en
re´solvant l’e´quation
2v3φ+ (v2 + w2)ψ = w2(v2 + w2)
qui a pour seule solution φ = 0, ψ = w2. Donc la conique p0 a pour e´quation u
2−w2 = 0 : c’est bien
comme nous l’avons vu dans la section 8 une conique singulie`re re´union de deux droites passant
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par ℓ′′ = [0, 1, 0] correspondant aux deux points doubles du syste`me line´aire sur la droite ℓ′′. On a
ici g = u3v + u(3vw2 + v3) + 2v4. Ecrivons ξ = (v˙, w˙); l’e´quation a` re´soudre est
2vv˙ = −v
2w˙ = 0
2v3φ˙+ (v2 + w2)ψ˙ = 2v4 − 6w2v2v˙
ce qui donne comme solution v˙ = −
1
2
, w˙ = 0, φ˙ = −
v
2
et ψ˙ = 3v2. La forme quadratique obtenue
est donc −uv− 3v2 et ne passe pas par le point ℓ′′. Donc ceci de´finit un vecteur de H0(Op0(2)) qui
n’est pas tangent a` l’hypersurface des coniques singulie`res.
9.2. De´monstration de la proposition 9.1
Conside´rons la quartique de Luroth q0 singulie`re de type I associe´e au syste`me line´aire sur la
conique c d’e´quation xy − t2 = 0 (correspondant a` ǫ = 1 dans la famille ci-dessus) de´finie par les
sections t2(σ+ τ) et −y2σ+ x2τ . Ce syste`me line´aire appartient e´videmment au diviseur D1 et est
sans point de base : la droite t = 0 correspond, dans le dual, au seul point singulier de la quartique
de Lu¨roth. Cette quartique de Lu¨roth singulie`re de type I a pour e´quation
det


0 −1 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 0 u w 0 −v
0 1 0 0 u 0
0 0 0 0 w u
1 0 0 −u v w

 = 0.
c’est-a`-dire w2f2 +wf3 + f4 = 0 ou` f2, f3, f4 sont des formes binaires de degre´ 2, 3, 4 de´finies par
f2 = u
2 + v2
f3 = u
3 + v3
f4 = −uv[u
2 + v2]
Soit ∆ la droite de l’infini, de´finie par l’e´quation w = 0. Les formes binaires f2 et f3 n’ont pas
de racine commune. Ainsi, cette quartique appartient a` S∗4. La conique p associe´e a pour e´quation
w2 + uv = 0. C’est donc une conique non singulie`re. On passe facilement de la conique duale cˇ de
la conique c a` la conique p. En effet, la conique duale cˇ a pour e´quation w2 − 4uv = 0, et p est
l’image de cˇ par l’homographie h : P∗2 ✲ P
∗
2 caracte´rise´e par les proprie´te´s suivantes : h laisse
fixe le point O = [0, 0, 1] et les points de la droite d’e´quation w = 0, et le birapport [∞, 0,m, h(m)]
est i2 . Pour obtenir l’e´nonce´, il suffit donc de faire varier la conique c.
Meˆme si la conique associe´e p est une conique lisse, il n’est pas toujours aussi simple de
construire une homographie qui transforme la conique cˇ en la conique p. Quand la conique c est
fixe´e, la conique p de´pend du choix du syste`me line´aire sur c. Ceci rend difficile la reconstruction
directe de la conique c a` partir de la quartique q. Il peut aussi arriver que la conique p soit
singulie`re : ceci fournit alors des exemples explicites (cf. §9.3) de fibre´s stables non isomorphes qui
ont meˆme quartique de Lu¨roth.
Corollaire 9.3. — L’hypersurface L de C4 des quartiques de Lu¨roth est de degre´ 54.
De´monstration. Cet corollaire est un cas particulier du corollaire 1.2 qui se de´montre
exactement par la meˆme me´thode. Soit D = γ∗(O(1)) est le fibre´ de´terminant de Donaldson,
et le nombre de Donaldson q13 =
∫
M4
c1(D)
13 est 54. On a alors β∗(1) = 54h, et par suite, puisque
β est ge´ne´riquement injectif, la classe fondamentale de l’image L est 54h.
Corollaire 9.4. — La sous-varie´te´ L2 des quartiques de Lu¨roth de type II est de degre´
15.27 = 5.34.
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De´monstration. Soit h la classe d’une section hyperplane dans C4. On a D1 = 12dmod e
d’apre`s la formule 6.8. Il re´sulte de la formule de projection et du fait que β∗(1) = 54h que
β∗([D1]) = 12.54h
2. D’autre part, L∩S est de degre´ 27.54. D’autre part, dans A2(C4) on a d’apre`s
la formule (6.2)
[L ∩ S] = β∗([D1]) + 2β∗([D2])
Il en re´sulte que la varie´te´ L2 est de degre´ 15.27 = 5.3
4.
Le degre´ de L1 divise e´videmment 12.54 = 2
3.34. Faute de pouvoir pre´ciser le degre´ de
β : D1 ✲ L1, nous ignorons quel est ce degre´ ; autrement dit nous ignorons quelle est la
multiplicite´ de L ∩ S le long de L1.
9.3. Deux fibre´s stables de meˆme quartique de Lu¨roth
De tels exemples sont de´ja` mentionne´s par Barth [3] : les quartiques dites desmiques de
Humbert sont les courbes de saut de 6 fibre´s stables distincts. L’exemple pre´sente´ ici est explicite.
Il s’agit de constater qu’il existe des points de D1 \D2 dont l’image par γ appartient a` L1 ∩ L2.
On conside`re comme au paragraphe §9.2 le syste`me line´aire sur la conique d’e´quation
xy − t2 = 0 de´fini par les sections t2(σ + τ) et (−y2 + ct2)σ + (x2 − ct2)τ ou` c est un parame`tre.
L’e´quation de la quartique qc associe´e est donne´e par
det


0 −1 v 0 0 0
0 0 w v 0 0
1 c u w 0 −v
0 1 0 0 u 0
0 0 0 0 w u
1 −c 0 −u v w

 = 0
L’e´quation de la quartique de Lu¨roth qc associe´e est w
2f2 + wf3 + f4 = 0, ou` on a pose´
f2 = u
2 + v2
f3 = u
3 + v3
f4 = −u
3v − 2cu2v2 − uv3
ce qui donne pour l’e´quation f3φ+f2ψ = f4 la solution φ = c(u+v) et ψ = −[cu
2+(1+c)uv+cv2].
Le discriminant de la forme quadratique w2 + 2tφ − ψ est alors ∆ = − 14 (4c + 1)(c − 1)
2. Pour
c 6= 1, le syste`me line´aire est sans point de base, et pour c = − 14 on obtient une quartique de
Lu¨roth singulie`re e´videmment de type I ; montrons qu’elle est de type II. On peut ve´rifier que
pour c = − 14 le syste`me line´aire ne contient qu’une section ayant deux ze´ros doubles. La quartique
q− 14
est donc lisse en dehors du point O = [0, 0, 1] et ce point singulier est e´videmment un point
double ordinaire. La cubique polaire du point singulier O e´tant e´videmment inte`gre, la quartique
q− 14
appartient au diviseur L∗2 : d’apre`s la section §8, elle provient de D2. Plus pre´cise´ment, la
solution est alors dans ce cas φ = − 14 (u + v), ψ =
1
4 (u
2 − 3uv + v2), et φ2 + ψ = − 516 (u − v)
2.
La conique p associe´e est alors la re´union de deux droites qui se coupent au point de´fini par les
e´quations 4w = u+v, u = v c’est-a`-dire au point [2, 2, 1] du plan projectif dual. Ce point repre´sente
la droite de P2 d’e´quation 2x + 2y + t = 0. On peut alors reconstruire d’apre`s la section §8 un
syste`me line´aire sans point de base, appartenant a` D2 et dont le support est la conique singulie`re
de´finie par l’e´quation t(t+ 2x+ 2y) = 0 et qui a pour quartique de Lu¨roth q− 14 .
Par suite, on obtient deux fibre´s vectoriels stables et non isomorphes qui ont meˆme image dans
C4.
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La re´currence
Nous supposons de´sormais n ≥ 5, et que le the´ore`me 1.1 est de´montre´ en degre´ c2 = n− 1.
10. La restriction du morphisme de Barth au bord ∂Mn
Rappelons les notations : on de´signe par Un l’ouvert de l’espace de modules Mn des classes de
fibre´s vectoriels stables de rang 2, de classes de Chern (0, n) sur le plan projectif, par Cn le syste`me
line´aire complet des courbes de degre´ n dans le plan projectif dual, et par
β : Mn ✲ Cn
le morphisme de Barth. La frontie`re ∂Mn est un diviseur irre´ductible de Mn ; la restriction de
β au bord ∂Mn a ses fibres de dimension ≥ 1, et ge´ne´riquement de dimension 1 [23]. L’image
B := β(∂Mn) est donc un ferme´ irre´ductible de dimension 4n−5 de Cn. On se propose de de´montrer
que l’hypothe`se de re´currence entraˆıne qu’au-dessus d’un ouvert non vide de B, les fibres de P1
sont re´duites a` P1.
Lemme 10.1. — Un faisceau F semi-stable de rang 2 et classes de Chern (0, n) singulier en
au plus un point est µ−stable.
De´monstration. Si lg(Ext1(F,O)) ≤ 1, le faisceau F n’a pas de sous-faisceau F′ de rang 1,
de classe de Chern c1 = 0, singulier en plus d’un point. Un tel faisceau est donc obligatoirement
µ−stable.
Soit l’ensemble D des points de Mn repre´sentant des faisceaux semi-stables F tels que
lg(Ext1(F,O)) = 1, c’est-a`-dire des faisceaux singuliers en exactement un point. Cet ensemble
D est l’intersection du bord ∂Mn avec un ouvert contenu dans l’ouvert des classes de faisceaux
µ−stables. Si le faisceau F est singulier en exactement un point le bidual E = F∗∗ est encore
µ−stable et localement libre ; le support du faisceau Ext1(F,O) de´finit un point x. On obtient un
morphisme
π : D ✲ Un−1 × P2
de´fini par F 7→ (F∗∗, x). C’est un morphisme surjectif et lisse dont les fibres sont des droites
projectives. La courbe βF des droites de saut de F est alors la re´union (que nous e´crirons somme,
dans la terminologie usuelle des diviseurs) de la courbe des droites de saut de E = F∗∗ et de la
droite xˇ de P∗2 de´finie par le point x. On a donc un diagramme commutatif
D →֒ Mn
Un−1 × P2
π
❄ ψ ✲ Cn
β
❄
(10.1)
ou` le morphisme ψ associe au couple (E, x) la courbe βE + xˇ.
Proposition 10.2. — Il existe un ouvert non vide C∗n de Cn satisfaisant aux conditions
suivantes
(a) l’ouvert β−1(C∗n) rencontre D et ne contient pas de point singulier ;
(b) tout point de Mn repre´sentant un faisceau F dont la courbe des droites de saut βF est une
courbe re´ductible de C∗n appartient a` D.
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Corollaire 10.3. — Au-dessus d’un ouvert convenable de Cn rencontrant l’image de ψ, le
diagramme (10.1) ci-dessus est carte´sien (ensemblistement).
De´monstration. On peut trouver un ouvert C∗n ⊂ Cn satisfaisant aux conditions (a) et (b)
ci-dessus et satisfaisant en outre aux conditions suivantes :
(c) les points de C∗n repre´sentent des courbes q qui n’ont pas de composante de degre´ i avec
1 < i < n− 1;
(d) le morphisme ψ : Un−1 × P2 ✲ Cn de´fini par (E, x) 7→ βE + xˇ est un plongement ferme´
au-dessus de l’ouvert C∗n.
Trouver un ouvert satisfaisant aux conditions (a)-(c) est facile parce que l’ouvert de´ja` construit
dans la proposition 10.2 rencontre l’ouvert des courbes satisfaisant a` la condition (c) : il suffit en
effet de remarquer qu’il existe un point de Un−1 repre´sentant un fibre´ E dont la courbe des droites
de saut est irre´ductible. Ceci re´sulte de´ja` du re´sultat de Barth qui dit que l’image de β rencontre
l’ouvert des courbes lisses, re´sultat qu’on retrouve facilement, comme on l’a de´ja` vu, a` partir de
la proposition 5.8. Pour re´aliser la condition (c), il suffit alors d’enlever a` cet ouvert le ferme´ des
points repre´sentant des courbes dont une des composantes est de degre´ i, ou` 1 < i < n− 1. Pour
re´aliser la condition (d) il suffit d’appliquer l’hypothe`se de re´currence, compte-tenu du fait que
l’application Cn−1×P2 ✲ Cn est un plongement propre au-dessus de l’ouvert de Cn des courbes
satisfaisant a` la condition (c). Le corollaire re´sulte alors trivialement de la proposition 10.2.
On verra meˆme qu’au dessus d’un ouvert convenable de C∗n ce diagramme est carte´sien, au
sens des sche´mas. Cet e´nonce´ entraˆıne compte-tenu de l’hypothe`se de re´currence, que les fibres
au-dessus d’un ouvert convenable de B sont re´duites a` des droites projectives. La de´monstration
de la proposition 10.2 utilise le re´sultat suivant duˆ a` Strømme [23].
Lemme 10.4. — L’ensemble des points de Un correspondant aux fibre´s dont la courbe des
droites de saut contient une droite est un ferme´ de Un de codimension ≥ n− 1.
De´monstration de la proposition 10.2
Soit R le ferme´ de Cn des points repre´sentant des courbes dont une des composantes est
une droite. Le lemme de Strømme montre que l’image re´ciproque β−1(R) rencontre Un en
codimension ≥ n− 1. Par suite l’image par β de A′ = β−1(R) ∩Un est contenue dans un ferme´ de
dimension ≤ 3n− 2. De plus, l’image du ferme´ A′′ de Mn correspondant aux faisceaux F tels que
lg(Ext1(F,O)) ≥ 2 est contenue dans le ferme´ des courbes qui s’e´crivant βG+C ou` G est un faisceau
de rang 2, µ−semi-stable, de classe de Chern (0, n− 2) et C une conique singulie`re. L’ensemble de
ces courbes est contenu dans un ferme´ de dimension ≤ 4n− 7. L’ouvert
C∗n = Cn − β(A
′ ∪ A′′)
satisfait aux conditions demande´es.
Lemme 10.5. — Le long des fibres de π le faisceau inversible O(∂Mn) est isomorphe a`
OP1(−2).
De´monstration. On sait que le groupe de Picard de Mn est Z
2 ; on le de´crit en conside´rant
l’orthogonal c⊥ de c = 2− nh2 dans le groupe de Grothendieck K(P2) pour la forme quadratique
u 7→ χ(u2) et le morphisme naturel
λMn : c
⊥ ✲ Pic(Mn)
de´fini par le de´terminant de la cohomologie [16]. On sait que cet homomorphisme est un
isomorphisme. Conside´rons le sous-groupe de base D et B ou` D est le fibre´ de´terminant de
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Donaldson, et B le fibre´ de´terminant, de´fini par B = −λMn(u) ou` u ∈ K(P2) est la classe de
Grothendieck de´finie par u = 2+ 2h+ (n− 4)h2. Ce sous-groupe est d’indice 2 ou 1 suivant que n
est pair ou impair. Dans Pic(Mn), on a, en notations additives ∂Mn = 5D − B (cf. [17]). Fixons
un point de Un−1 correspondant a` un faisceau localement libre stable E et un point x ∈ P2. Pour
calculer B le long de la droite P1 = P(Ex), on introduit la famille F parame´tre´e par P(Ex) de´finie
par la suite exacte canonique sur P(Ex)× P2
0 ✲ F ✲ O⊠ E ✲ O(1)⊠ k(x) ✲ 0 (10.2)
ou` k(x) est le faisceau structural du point x. La famille F ainsi obtenue fournit par la proprie´te´
de module grossier un morphisme fF : P(Ex) ✲ Mn qui identifie la fibre a` la droite projective
P(Ex). De la suite exacte ci-dessus, et de la caracte´risation de B, il en de´coule, en introduisant les
projections naturelles pr1 et pr2 sur P(Ex) et P2 respectivement
f∗F(B) = −λMn(u) = det pr1!(O(1)⊠ k(x). pr
∗
2(u))
et par suite B = O(2). Puisque D est trivial sur les fibres de β, ceci conduit au re´sultat.
11. Construction d’une surface Σ rencontrant ∂Mn tranversalement le long d’une
fibre de π.
11.1. Faisceaux de Hulsbergen
De´finition 11.1. — Un faisceau semi-stable F de rang 2 et classes de Chern (0, n) est appele´
faisceau de Hulsbergen si dimH0(F(1)) ≥ 1.
On conside`re le sche´ma universel Ξ ⊂ Hilbn+1(P2)× P2 et le diagramme
Ξ
pr2 ✲ P2
Hilbn+1(P2)
pr1
❄
L’image directe R = R1 pr1∗(IΞ(−1)) = pr1∗(OΞ(−1)) est un faisceau localement libre de rang n+1
sur le sche´ma de Hilbert. L’espace total du fibre´ en espaces projectifs (au sens de Grothendieck)
S = P(R) parame`tre les syste`mes cohe´rents semi-stables (Γ,F(1)), ou` F est un faisceau de rang 2,
de classes de Chern (0, n) et Γ ⊂ H0(F) un sous-espace vectoriel de dimension 1, pour une notion
ade´quate de semi-stabilite´ [17]. Conside´rons le fibre´ quotient canonique OP(R)(1) sur P(R). Il existe
sur S× P2 une extension universelle
0 ✲ O(1,−1) ✲ F ✲ IΞS(0, 1) ✲ 0. (11.1)
ou` ΞS est le sous-sche´ma de codimension 2 obtenu a` partir de Ξ par changement de base. Cette
famille F de´finit une application rationnelle S  Mn. L’adhe´rence de l’image est constitue´e des
points de Mn qui peuvent se repre´senter par un faisceau de Hulsbergen ; ce ferme´ est irre´ductible
de dimension 3n+ 2 (cf. [17]).
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11.2. Famille a` un parame`tre de faisceaux de Hulsbergen de D associe´e a` un couple
(E, x0) ∈ Pn−1 × P2 ge´ne´ral.
Conside´rons un fibre´ de Poncelet E fixe´, de classes de Chern (0, n − 1) associe´ a` un syste`me
line´aire (Γ,Θ) sans point de base sur une conique lisse C de P2. Le faisceau Θ est un faisceau
inversible de degre´ n sur la conique C. On a donc une suite exacte
0 ✲ Γ∗ ⊗ O ✲ E(1) ✲ Θˇ ✲ 0 (11.2)
de sorte que si x0 est un point choisi en dehors de C la fibre Ex0 de E s’identifie a` Γ
∗. Conside´rons
la droite projective P = P(Γ∗) = P(Ex0). Sur P × P2, la suite exacte (10.2) de´finit une famille
plate de faisceaux parame´trant la fibre de π : D ✲ Un−1 × P2 au-dessus du point (E, x0). Ces
faisceaux sont e´videmment des faisceaux de Hulsbergen.
Lemme 11.2. — Le faisceau F de´finit une famille de faisceaux de Hulsbergen de Mn qui
provient d’un morphisme ϕ : P ✲ P(R).
De´monstration. Conside´rons le sous-sche´ma ∆ de P1 × C, plat et fini au-dessus de P1, de´fini
par le sche´ma des ze´ros de la section canonique de O(1)⊠Θ associe´e au syste`me line´aire. Le choix
d’un ge´ne´rateur de ∧2Γ∗ fournit un isomorphisme Γ ≃ Γ∗ ; on dispose alors de la suite exacte
d’Euler sur P
0 ✲ OP(−1) ✲ OP ⊗ Γ∗ ✲ OP(1) ✲ 0
et par suite d’un morphisme injectif OP(−1) ⊠ O →֒ O ⊠ E(1) dont le conoyau est isomorphe a`
I∆(1, 2). Conside´rons l’ide´al IZ du sous-sche´ma de Z = ∆∪(P×{x0}) ; ce sous-sche´ma de dimension
relative 0 et de degre´ n + 1 au-dessus de la droite projective P. On en de´duit le diagramme
commutatif de suites exactes au-dessus de P× P2 :
0 0
0 ✲ O(−1,−1) ✲ F
❄
✲ IZ(1, 1)
❄
✲ 0
||
0 ✲ O(−1,−1) ✲ O⊠ E
❄
✲ I∆(1, 1)
❄
✲ 0
OP(1)⊠ k(x0)
❄
≃ OP(1)⊠ k(x0)
❄
0
❄
0
❄
(11.3)
La proprie´te´ universelle du sche´ma de Hilbert fournit un plongement ψ : P ✲ Hilbn+1(P2)
tel que (ψ × id)−1(Ξ) = Z. Conside´rons la suite exacte
0 ✲ O(−1,−1) ✲ F ✲ IZ(1, 1) ✲ 0 (11.4)
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figurant dans le diagramme ci-dessus. Si on restreint cette suite exacte a` la fibre {η}×P2 au-dessus
du point η ∈ P on obtient encore par platitude une suite exacte, et cette suite exacte n’est pas
scindable puisque le faisceau associe´ Fη n’a qu’un point singulier. Ainsi, l’extension (11.4) de´finit
un morphisme ϕ : P ✲ P(R) au-dessus de ψ caracte´rise´ par le fait que l’extension obtenue a`
partir de (11.1) par le changement de base ϕ est l’extension (11.4).
On se propose d’e´tendre le morphisme ϕ en un plongement φ : Σ ✲ P(R) d’une surface
d’Hirzebruch au-dessus de P. Commenc¸ons par l’e´tude de ψ∗(R) :
Lemme 11.3. — Soit ∆ le sche´ma des ze´ros de la section canonique de OP(1) ⊠ Θ, et
t ∈ H0(OP2(1)) une forme line´aire ne s’annulant pas en x0.
(i) Le choix de t induit un isomorphisme
ψ∗(R) = pr1∗(O∆(−1))⊕ OP1 .
(ii) Soit Γ⊥ ⊂ H0(Θ)∗ l’orthogonal de Γ. Le faisceau pr1∗(O∆(−1)) posse`de un faisceau
inversible quotient L isomorphe a` OP(−2) et un seul ; le noyau de la surjection
pr1∗(O∆(−1))
j✲ L
est canoniquement isomorphe a` Γ⊥ ⊗ OP(−1) ≃ OP(−1)
n−1.
(iii) Dans l’isomorphisme Ext1(IZ(0, 2),L) ≃ Hom(ψ
∗(R),L) l’e´le´ment de Ext1(IZ(0, 2),L) sur
P× P2 correspondant a` la projection ψ
∗(R) ✲ L est a` homothe´tie pre`s l’extension associe´e a` la
suite exacte
0 ✲ O(−1,−1) ✲ F ✲ IZ(1, 1) ✲ 0
figurant dans le diagramme (11.3). En particulier, ϕ∗(OP(R)(1)) ≃ OP(−2).
De´monstration. On a e´videmment R ≃ pr1∗(OΞ(−1)) et par changement de base f
∗(R) ≃
pr1∗(OZ(−1)). Il en de´coule (i). De la re´solution
0 ✲ O(−1)⊠Θ∗ ✲ OP×C ✲ O∆ ✲ 0
on tire la suite exacte
0 ✲ pr1∗(O∆(−1)) ✲ R
1 pr1∗(OP(−1)⊠Θ
∗(−1)) ✲ R1 pr1∗(OP×C(0,−1)) ✲ 0
ce qui montre apre`s dualite´ de Serre que N = pr1∗(O∆(−1)) est le noyau du morphisme naturel
OP(−1)⊗H
0(Θ)∗ ✲ OP induit par la projection canonique H0(Θ)∗⊗OP ✲ OP(1). La filtration
de Harder-Narasimhan de N fournit la suite exacte attendue : le quotient est le noyau du morphisme
Γ∗ ⊗ OP(−1) ✲ O, lequel s’identifie, apre`s avoir choisi un ge´ne´rateur de ∧2Γ∗, a` OP(−2) ce qui
de´montre (ii). L’isomorphisme Ext1(IZ(0, 2),L) ≃ Hom(f
∗(R),L) re´sulte du the´ore`me de dualite´
de Serre relatif pour la projection pr1 : P×P2 ✲ P. Cet isomorphisme prouve qu’il n’y a qu’une
extension non scinde´e a` isomorphisme pre`s. Il en de´coule l’assertion (iii).
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11.3. La surface de Hirzebruch Σ
Conside´rons le fibre´ vectoriel de rang 2 sur P de´fini par W = OP(−2) ⊕ OP. C’est un fibre´
vectoriel quotient de rang 2 de ψ∗(R) et par conse´quent la surface de Hirzebruch Σ = P(W) se
plonge dans P(R), de sorte que l’on a un diagramme commutatif
Σ
φ ✲ P(R)
 
 
 
 
 
ϕ
✒
P
π
❄ ψ✲ Hilbn+1(P2)
π
❄
ou` φ est le plongement ci-dessus. La surface Σ parame`tre une extension obtenue a` partir de
l’extension (11.1) par changement de base, et donc une famille F de faisceaux µ−semi-stables
de rang 2 et classe de Chern (0, n). Plus pre´cise´ment :
Proposition 11.4. — Le faisceau F de´finit une famille plate de faisceaux stables parame´tre´e
par la surface de Hirzebruch Σ.
De´monstration. La surface Σ a deux sections canoniques Σ0 et Σ∞ correspondant aux
quotients O(−2) et O. Le long de la section Σ0, le morphisme compose´ P ≃ Σ0 ✲ P(R)
co¨ıncide avec le morphisme ϕ conside´re´ ci-dessus. De´signons par Σ∗ l’ouvert comple´mentaire de
ces deux sections, et par ZΣ le sous-sche´ma de Σ × P2 obtenu a` partir de Z ⊂ P × P2 par le
changement de base Σ ✲ P. La projection φ∗π∗(R) ✲ OP(1) induit une section σ du faisceau
inversible le long de ZΣ de´fini par Ext
1(IZΣ(0, 2), pr
∗
1(OΣ(1))). Ce faisceau inversible est isomorphe
a` Ext2(OZΣ(2), pr
∗
1(OΣ(1))) et s’obtient donc, apre`s tensorisation par OΣ(1), par le changement de
base Σ ✲ P a` partir du faisceau inversible sur Z
Ext2(O∆,O(0,−2))⊕ Ext
2(OP×{x0},O(0,−2)) = (O(1)⊠Θ)|∆ ⊕ OP×{x0}
Compte-tenu du fait que le faisceau O(−1) ⊠ Θ est trivial sur ∆, ce faisceau s’identifie aussi a`
O(2, 0)|∆ ⊕OP×{x0}. Il en re´sulte que cette section ne s’annule pas sur l’ouvert Σ
∗× P2, et donc le
faisceau F|Σ∗×P∗
2
est localement libre. Pour η ∈ Σ∗, le faisceau Fη est donc un faisceau localement
libre de rang 2, de classes de Chern (0, n) qui n’a pas de sections ; il en re´sulte que c’est un fibre´
stable. Reste l’e´tude de F le long de la section Σ∞.
Lemme 11.5. — Pour η ∈ Σ∞, le faisceau Fη est un faisceau stable singulier aux points du
diviseur ∆η de C.
De´monstration. De la suite exacte 0 ✲ IZη ✲ I∆η ⊕ I{x0}
✲ O ✲ 0 sur P2 de´coule
l’isomorphisme
Ext1(IZη (1),O(−1)) ≃ Ext
1(I∆η(1),O(−1))⊕ Ext
1(I{x0}(1),O(−1)).
Dire que η appartient a` la section Σ∞ signifie que l’extension provient de Ext
1(I{x0}(1),O(−1))
dans cet isomorphisme. Le faisceau G associe´ a` une telle extension est alors le faisceau trivial de
rang 2. Une section t de O(1) ne s’annulant pas sur ∆η fournit un morphisme surjectif G ✲ O∆η
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dont Fη est le noyau, et on obtient le diagramme commutatif de suites exactes :
0 0
0 ✲ O(−1) ✲ Fη
❄
✲ IZη (1)
❄
✲ 0
0 ✲ O(−1)
≀
❄
✲ G
❄
✲ I{x0}(1)
❄
✲ 0
O∆η
❄ ∼
t
✲ O∆η(1)
❄
0
❄
0
❄
Le choix d’un isomorphisme G ≃ O2 de´termine des formes line´aires (x, y) inde´pendantes s’annulant
au point x0.
Conside´rons un sous-faisceau F′ de Fη tel que le quotient F
′′ = Fη/F
′ soit sans torsion. Alors
c1(F
′) ≤ 1 et en cas d’e´galite´, la relation c2(F
′) + c2(F
′′) = n + 1 montre que c2(F
′) ≤ n + 1.
Si c1(F
′) = 1, le morphisme induit F′ ✲ IZη (1) serait non nul, et donc c2 ≥ n + 1. Alors ce
morphisme serait un isomorphisme, et la premie`re ligne serait scinde´e, ce qui est absurde parce
que Fη est e´videmment localement libre au voisinage de {x0}. Donc c1(F
′) ≤ 0.
Supposons que c1(F
′) = 0. Le faisceau F′ est l’intersection de Fη avec un sous-faisceau
O →֒ O2, donne´ par un vecteur non nul (λ, µ) ∈ k2. Ainsi, le faisceau F′ est le noyau du morphisme
O
λx+µy✲ O∆η(1). Par suite,
c2(F
′) = lg(kerO∆η
λx+µy✲ O∆η(1))
≥ n− 2
Ainsi, l’hypothe`se n ≥ 5 entraˆıne c2(F
′) > n2 . Donc le faisceau Fη est stable.
La proprie´te´ de module grossier de Mn permet d’associer a` la famille F un morphisme
f : Σ ✲ Mn qui ne rencontre la frontie`re ∂Mn que le long des sections Σ0 et Σ∞. Plus
pre´cise´ment, l’image re´ciproque de D est, au moins ensemblistement, la section Σ0. L’e´nonce´ suivant
montre que c’est l’image re´ciproque au sens des sche´mas :
Proposition 11.6. — Le morphisme f : Σ ✲ Mn est transverse a` D le long de Σ0.
De´monstration. Pour toute famille plate (Es)s∈S de faisceaux stables de Mn, parame´tre´e par
une varie´te´ alge´brique lisse S, l’image re´ciproque du diviseur ∂Mn est le sous-sche´ma de´fini par
l’ide´al de Fitting du faisceau pr1∗(Ext
1(E,O(0,−1)) (Strømme [23], §4). Si on applique ceci a` notre
faisceau F on obtient sur Σ× P2 la pre´sentation
O(−1, 0)
ω✲ Ext2(OZΣ ,O(0,−2)) ✲ Ext
1(F,O(0,−1)) ✲ 0
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Le faisceau Ext2(OZΣ ,O(0,−2))) est localement libre de rang 1 sur Z, et le morphisme ω s’identifie
a` la section canonique de Ext2(OZΣ ,O(0,−2))⊗OΣ(1, 0) sur Σ de´ja` utilise´e ; si ∆Σ de´signe l’image
re´ciproque de ∆ dans Σ× P2, on sait que
Ext2(OZΣ ,O(0,−2)) = O∆Σ(2, 0)⊕ OΣ×{x0}
et sur le comple´mentaire de Σ∞ la premie`re composante ω1 de ω ne s’annule pas. La deuxie`me
composante ω2 de ω est obtenue en restreignant l’image re´ciproque du morphisme compose´
OΣ →֒ π
∗(W) ✲ OΣ(1) a` Σ0×{x0}. Le comple´mentaire de Σ∞ est isomorphe a` l’espace total du
fibre´ OP(−2), la section Σ0 s’identifiant a` la section nulle, et le fibre´ OΣ(1) est isomorphe a` l’image
re´ciproque de OP(−2) sur cet ouvert ; le morphisme ω2 ci-dessus est donne´ par l’identification
OP(−2) ✲ OP×{x0}(−2, 0) des espaces totaux de ces fibre´s inversibles. En dehors de Σ∞, la
section ω2 ne s’annule que sur Σ0 et ceci transversalement a` la section nulle. Par suite, le faisceau
pr1∗(Ext
1(F,OΣ×P2(0,−1))) est de longueur relative 1 le long de la section Σ0. Il en de´coule qu’au
sens des sche´mas, on a f−1(∂Mn) = Σ0. On retrouve le fait que ∂Mn est lisse en tout point de
l’image de f ; de plus, puisque Σ0 est lisse, le morphisme f est transverse a` ∂Mn.
12. Image de Σ par le morphisme de Barth
La famille de faisceaux F parame´tre´e par la surface Σ est une famille de faisceaux stables de
classes de Chern (0, n). On peut pour cette famille conside´rer la courbe des droites de saut. On
note γ : Σ ✲ Cn le morphisme compose´ β ◦ f ainsi obtenu.
Lemme 12.1. — Le long des fibres de Σ ✲ P le morphisme γ est une homographie et donc
est injectif.
De´monstration. Soit η ∈ P, et Zη la fibre de Z au-dessus de η. Conside´rons, pour t ∈ Ση, la
suite exacte
0 ✲ O(−1) ✲ Ft ✲ IZη (1) ✲ 0
Conside´rons le diagramme standard
D
pr2 ✲ P2
P
∗
2
pr1
❄
La courbe des droites de saut γ(t) = βF du faisceau F = Ft est de´finie par l’ide´al de Fitting du
faisceau R1pr1∗(pr
∗
2(F(−1)). On a la suite exacte
0 ✲ pr1∗(pr
∗
2(IZη )) ✲ O(−1) ✲ R
1pr1∗(pr
∗
2(F(−1))) ✲ R
1 pr1∗(pr
∗
2(IZη )) ✲ 0
Le support de R1 pr1∗(pr
∗
2(IZ)) est forme´ des points correspondant aux droites de P2 qui rencontrent
Z suivant un sous-sche´ma de longueur ≥ 2; ce sous-sche´ma est fini. Il en de´coule que pr1∗(pr
∗
2(IZ))
est un faisceau sans torsion de rang 1 et de classe de Chern c1 = −n − 1. L’ide´al de Fitting de
R1pr1∗(pr
∗
2(F(−1))) co¨ıncide avec pr1∗(pr
∗
2(IZη ))(1) en dehors d’un ferme´ de codimension 2. Par
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suite, l’e´quation de βF de´pend line´airement de la classe ω ∈ W
∗
η ⊂ Ext
1(IZη ,O(−2)) qui de´finit
l’extension. Cette e´quation est non nulle si ω est non nulle. Par suite, l’application obtenue
Ση ✲ Cn
est une homographie.
Pour de´crire l’image de Σ par γ il suffit de de´crire les images des sections Σ0 et Σ∞. Le long
de Σ0, le morphisme γ est constant et a pour image le point s de´fini par la courbe βE+ xˇ0. Le long
de la section s∞ : P ✲ Σ∞ de Σ, la famille F isomorphe au noyau d’un morphisme surjectif sur
P× P2
O2 ✲ O∆
associe´ au diviseur ∆. La restriction de γ a` P ≃ Σ∞ associe a` un point de P(Γ) correspondant a`
un diviseur η =
∑
a∈C naa ∈ P, la courbe du plan projectif dual de´compose´e en n droites de´finie
par γ(s∞(η)) =
∑
a∈C naaˇ.
Lemme 12.2. — Dans l’espace projectif Cn, l’image de la section Σ∞ ⊂ Σ par le morphisme γ
est une conique lisse Q qui ne rencontre chacune des droites γ(Ση), ou` η ∈ P, qu’en un seul point.
De´monstration. Conside´rons sur la conique C un fibre´ inversible A de degre´ 1, de sorte que
Θ ≃ A⊗n. Sur P(H0(Θ)∗)× C on dispose d’une section canonique de O(1)⊠ L dont le sche´ma des
ze´ros est une hypersurface plate et finie de degre´ n au-dessus de l’espace projectif P(H0(Θ)∗). On
en de´duit un morphisme P(H0(Θ)∗) ✲ Divn(C) qui est e´videmment un isomorphisme. On a
d’autre part un isomorphisme SnC ≃ Divn(C) qui identifie le fibre´ O(1) avec le fibre´ de´terminant
DA = A ⊠ . . . ⊠ A/Sn. Dans le plongement S
nC = Divn(C) →֒ Cn l’image re´ciproque du fibre´
O(1) est isomorphe a` O(2). L’image de P dans Divn(C) est une droite projective. Conside´rons le
plongement j = γ ◦ s∞ : P →֒ Cn. L’application line´aire associe´e H
0(Cn,O(1)) ✲ H0(P,O(2))
est obligatoirement surjective, sinon le morphisme j : P ✲ Cn se factoriserait a` travers un
morphisme de degre´ 2, et ne serait pas injectif. Le morphisme j se factorise suivant le diagramme
P
i✲ P(H0(P,O(2))∗)
❅
❅
❅
❅
❅❘
Cn
❄
ou` i est le plongement de Veronese de la droite P dans le plan projectif. Donc l’image de la droite
projective P est une conique lisse Q.
Montrons que pour η ∈ P, la conique Q ne rencontre la droite γ(Ση) qu’en un seul point :
sinon, le point de´fini par la courbe βE + xˇ0 appartiendrait au plan Span(Q) de la conique Q et il
existerait des droites γ(Ση) tangentes a` Q. Or le morphisme induit par la diffe´rentielle dγ sur les
fibre´s normaux
NΣ∞/Σ = O(2)
✲ NQ/Cn = O(2)⊕ O(1)
N−2
ou` N = dimCn est non nul est donc injectif. Ceci contredit le fait qu’il existe parmi les droites
γ(Ση) des droites tangentes a` Q.
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Corollaire 12.3. — (i) Le point s n’appartient pas au plan projectif Span(Q) engendre´ par
la conique Q.
(ii) L’image de Σ par le morphisme γ dans l’espace projectif des courbes Cn est le coˆne
quadratique R de sommet le point s = βE + xˇ0 et de base la conique Q = γ(Σ∞).
Conside´rons l’espace projectif Span(R) de dimension 3 engendre´ par le coˆne R. L’e´nonce´ suivant
est la cle´ de la de´montration :
Lemme 12.4. — Il existe un ouvert de Zariski non vide U de Grass(2,H0(Θ))× (P2 \C) tel
que pour (Γ, x0) ∈ U les proprie´te´s suivantes soient satisfaites :
(i) La courbe de saut βE du fibre´ de Poncelet est lisse.
(ii) Le sous-espace projectif Ts tangent en s a` l’image du morphisme
Cn−1 × P2 ✲ Cn
de´fini par l’addition des diviseurs de P∗2 rencontre l’espace projectif Span(R) au seul point s de´fini
par le sommet du coˆne R.
De´monstration. D’apre`s la proposition 5.8, si Γ ⊂ H0(Θ) est sans point de base et tel que
z2H0(Θ(−2))∩Γ = {0} pour toute droite d’e´quation z = 0 la courbe de Poncelet associe´e a` (Γ,Θ)
est lisse. Donc la condition (i) est satisfaite. Elle implique que le morphisme Cn−1 × P2 ✲ Cn
est non ramifie´ en (βE, xˇ0) : l’espace tangent projectif Ts en s a` l’image est alors l’espace projectif
des courbes de Cn qui contiennent l’intersection βE ∩ xˇ0. Ve´rifier la condition (ii) revient a` ve´rifier
que le plan projectif Span(Q) engendre´ par la conique Q ne rencontre pas Ts.
On de´signe pour z ∈ P∗2 par Hz ⊂ Cn l’hyperplan projectif des courbes de degre´ n de P
∗
2 qui
passent par z. Tout point z ∈ βE de´finit une droite de P2, dont on de´signe aussi par z l’e´quation,
telle que Γ∩zH0(Θ(−1)) 6= {0}. L’intersection Hz ∩Q est re´duite au seul point de´fini par la courbe
associe´e au diviseur (s) d’une section non nulle s ∈ Γ ∩ zH0(Θ(−1)). En effet, un point de Hz ∩Q
de´finit un diviseur de C associe´ a` une section t ∈ Γ s’e´crivant (t) =
∑
i ai, tel que a1 ∈ z. Les
sections s et t s’annulent alors en a1, et puisque le syste`me line´aire Γ est sans point de base, les
sections s et t sont proportionnelles. Il en re´sulte que l’hyperplan Hz rencontre le plan SpanQ
suivant la droite tangente a` la conique Q de´termine´e par le diviseur (s).
Soit Qˇ la conique duale de Q. Conside´rons le morphisme
τ : βE ✲ Qˇ
qui associe au point z la tangente Hz ∩ Span(Q). Dans l’identification Qˇ ≃ P(Γ), ce morphisme
associe a` z l’unique section s ∈ P(Γ) qui s’annule sur z ∩ C. C’est un morphisme fini de degre´
1
2n(n− 1).
Lemme 12.5. — Si x0 est ge´ne´rique, la restriction de τ a` βE ∩ xˇ0 est injective.
Ce lemme sera de´montre´ ci-dessous. Supposons x0 suffisamment ge´ne´ral pour que la proprie´te´
du lemme 12.5 ci-dessus soit vraie et que la droite xˇ0 ne soit pas tangente a` βE. Si Ts rencontre
Span(Q) en un point w, le point w de´finit une courbe de degre´ n qui contient βE ∩ xˇ0. Alors w
appartient aux tangentes Hz ∩Span(Q), pour tout z ∈ βE∩ xˇ0. D’apre`s le choix de x0 ces tangentes
sont distinctes : le point w appartient donc a` n − 1 tangentes a` la conique Q, ce qui est absurde
puisque n ≥ 5.
De´monstration du lemme 12.5.
Conside´rons l’ensemble K des couples (s, ℓ) ∈ P(Γ) × P∗2 telles que lg(ℓ ∩ τ
−1(s)) ≥ 2. Par
projection sur P(Γ) on voit que c’est un ferme´ de dimension 1 et par conse´quent l’image de K dans
P
∗
2 est de dimension 1. Si on prend xˇ0 en dehors de ce ferme´, la restriction de τ a` βE ∩ xˇ0 est
injective.
48
Sur le morphisme de Barth
13. Contractions
On se propose dans cette section de donner un e´nonce´ permettant de ve´rifier que sous certaines
conditions, un morphisme est une contraction sur son image, et donc ge´ne´riquement injectif. Un
morphisme projectif et plat de fibre P1 est appele´ P1−fibration.
Proposition 13.1. — Soient β : M ✲ C un morphisme propre de varie´te´ alge´briques
irre´ductibles et lisses, et Y ⊂ C une sous-varie´te´ ferme´e inte`gre de C. On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) Au-dessus de l’ouvert C \Y, le morphisme β est fini.
(ii) Le sous-sche´ma D = β−1(Y) est un diviseur de M.
(iii) Le morphisme induit β|D : D ✲ Y est une P1-fibration, et la restriction de O(D) a` la
fibre est de degre´ −k < 0.
(iv) Le morphisme induit par la diffe´rentielle sur les faisceaux conormaux
NY/C
✲ β∗(ND/M)
est surjectif.
Alors le morphisme β est ge´ne´riquement injectif.
Pour de´montrer ce re´sultat, on conside`re la factorisation de Stein de β et le diagramme
commutatif suivant qui en de´coule :
D →֒ M
Y
β|D
❄
→֒ C˜
β˜
❄
❅
❅
❅
❅
❅❘
C
ν
❄
Par construction, ν est un morphisme fini, et on a β˜∗(OM) = O
C˜
. On obtient en conside´rant le
faisceau conormal NY/C de Y dans C˜ la factorisation de
tdβ :
NY/C
tdν✲ N
Y/C˜
❅
❅
❅
❅
❅
tdβ
❘
β∗(N
∗
D/M)
tdβ˜
❄
L’assertion (ii) du lemme 13.2 ci-dessous montre que sur un ouvert non vide de Y, le morphisme
tdβ˜ est ge´ne´riquement un isomorphisme. D’apre`s la condition (iv), la fle`che horizontale est donc
ge´ne´riquement surjective. Il en re´sulte que la diffe´rentielle dν est ge´ne´riquement injective le long
de Y et par suite le morphisme ν est ge´ne´riquement injectif : il suffit en effet d’appliquer le lemme
7.4 du chapitre II de Hartshorne [8] au morphisme d’anneaux locaux de OC,ξ ✲ O
C˜,ξ
induit
par ν, ou` ξ de´signe le point ge´ne´rique de Y. Le morphisme β˜ e´tant birationnel, on obtient que le
morphisme β est aussi ge´ne´riquement injectif, ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition
13.1.
Il reste a` e´tudier le faisceau conormal N
Y/C˜
.
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Lemme 13.2. — On suppose satisfaites les conditions (i),(ii), et (iii) de la proposition 13.1.
Soit Y[ℓ] le voisinage infinite´simal d’ordre ℓ de Y dans C˜ et D[ℓ] le voisinage infinite´simal d’ordre
ℓ de D dans M.
(i) Le morphisme
OY[ℓ]
✲ β˜∗(OD[ℓ])
est ge´ne´riquement un isomorphisme.
(ii) Le morphisme
tdβ˜ : N
Y/C˜
✲ β˜∗(N∗D/M)
est ge´ne´riquement un isomorphisme.
De´monstration. Ce lemme est une conse´quence du the´ore`me des fonctions formelles (cf.
Hartshorne [8]). De´signons par IY l’ide´al de Y dans C˜n, et par ID l’ide´al de D dans Mn. L’image
re´ciproque du sous-sche´ma Y de C˜ par le morphisme β˜ est contenue dans l’image re´ciproque de Y
par le morphisme β. Elle co¨ıncide donc avec le sous-sche´ma D. Soit η le point ge´ne´rique de Y, et
Oˆ
C˜n,η
le comple´te´ de l’anneau local O
C˜n,η
pour la topologie Iη−adique. Le the´ore`me des fonctions
formelles montre que le morphisme canonique
Oˆ
C˜n,η
✲ lim←−
ℓ
β˜∗(O/I
ℓ
D)η
est un isomorphisme. On sait que fibre´ conormal de N∗D/M est, le long des fibres de la projection
D ✲ Y, isomorphe a` O(k). D’apre`s le the´ore`me de changement de base, on a R1β∗(SℓN∗D/M) = 0.
Il en re´sulte que pour tout ℓ ≥ 0, le morphisme canonique
lim←−
ℓ
β˜∗(O/I
ℓ
D)η
✲ β˜∗(O/IℓD)η
est lui aussi surjectif, et le diagramme commutatif
Oˆ
C˜,η
✲ lim←−
ℓ
β˜∗(O/I
ℓ
D)η
(O/IℓY)η
❄
✲ β˜∗(O/IℓD)η
❄
montre que pour tout entier ℓ > 0 le morphisme canonique O/IℓY
✲ β˜∗(O/IℓD) est surjectif au
point ge´ne´rique de Y. Pour ℓ = 1, ce morphisme est induit par la projection D ✲ Y et par suite,
c’est un isomorphisme. Le diagramme commutatif de suites exactes
0 ✲ IY/I2Y ✲ O/I
2
Y
✲ O/IY ✲ 0
0 ✲ β˜∗(ID/I2D)
❄
✲ β˜∗(O/I2D)
❄
✲ β˜∗(O/ID)
≀
❄
✲ 0
montre que la premie`re fle`che verticale est surjective au point ge´ne´rique de Y.
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Montrons que le morphisme O/IℓY
✲ β˜∗(O/IℓD) est injectif au point ge´ne´rique η de Y.
Conside´rons une section locale u ∈ O
C˜,η
. On suppose que β˜∗(u) ∈ β˜∗(I
ℓ
D)η. Ainsi, β˜
∗(u) s’annule a`
l’ordre ℓ le long de D a` l’ordre ℓ. Conside´rons la classe de β˜∗(u) dans β˜∗(I
ℓ
D/I
ℓ+1
D ). Le morphisme
Sℓβ˜∗(ID/I
2
D)
✲ β˜∗(IℓD/I
ℓ+1
D ) est d’apre`s le the´ore`me de changement de base, surjectif. Il en re´sulte
qu’il existe uℓ ∈ I
ℓ
Y,η tel que β˜
∗(u − uℓ) appartienne a` β˜∗(I
ℓ+1
D )η. Par re´currence, on obtient en
recommenc¸ant la construction pre´ce´dente pour i ≥ ℓ des e´le´ments ui ∈ I
ℓ+i
Y,η tel que
β˜∗(u−
∑
ℓ≤i≤ℓ+k
ui) ∈ β˜∗(I
ℓ+k+1
D )η.
Autrement dit, dans lim←−ℓ
β˜∗(O/I
ℓ
D)η on a
β˜∗(u−
∑
i≥ℓ
ui) = 0.
Compte-tenu du the´ore`me des fonctions formelles, cette e´galite´ implique u =
∑
i≥ℓ ui dans le
comple´te´ Oˆ
C˜,η
. Mais alors u appartient au comple´te´ ÎℓY,η. Mais d’apre`s Atiyah-Macdonald ([1],
proposition 10.15), on a
ÎℓY,η ∩ OC˜,η = I
ℓ
Y,η.
Ceci prouve que le morphisme O/IℓY
✲ β˜∗(O/IℓD) est injectif au point η. Ceci de´montre l’assertion
(i). L’assertion (ii) de´coule du diagramme commutatif de suite exactes de´ja` e´crit, dans lequel les
fle`ches verticales sont maintenant des isomorphismes.
14. Fin de la de´monstration
On suppose que le the´ore`me 1.1 est vrai a` l’ordre n − 1. Pour appliquer le re´sultat de la
section ci-dessus, on conside`re un ouvert C∗n de Cn satisfaisant aux conditions (a)-(d) de´crites dans
la de´monstration du corollaire 10.3.
Conside´rons la varie´te´ Y = ψ−1(C∗n) de plonge´e comme une sous-varie´te´ ferme´e de C
∗
n. Nous
allons montrer que les conditions de la proposition 13.1 sont satisfaites avec k = 2, et quitte
a` diminuer au besoin l’ouvert C∗n, pour le morphisme β
−1(C∗n) ✲ C
∗
n induit par β. En effet,
les points du comple´mentaire Ω de Y dans C∗n s’ils proviennent de Mn, repre´sentent des courbes
irre´ductibles, et le morphisme β est alors quasi-fini d’apre`s [13] et propre au dessus de cet ouvert
Ω, donc fini, ce qui de´montre (i). Le sous-sche´ma image re´ciproque de Y par β est ensemblistement
la trace de D ; nous allons montrer qu’il l’est au sens des sche´mas. La difficulte´ est que l’ouvert
C∗n ne contient pas le point correspondant a` la courbe correspondant au sommet s du coˆne γ(Σ)
construit dans la section §12. Nous allons donc dans un premier temps travailler au-dessus d’un
ouvert C′n plus grand que l’ouvert C
∗
n ci-dessus.
Conside´rons l’ouvert C′n de Cn des courbes qui satisfont a` la condition (c), de sorte qu’au-
dessus de cet ouvert, le morphisme j : W = Cn−1 × P2 ✲ Cn de´fini par l’addition des diviseurs
de P∗2 est un plongement sur une sous-varie´te´ ferme´e de C
′
n. De´signons par Y
′ ⊂ Un−1 × P2 ,
M′n ⊂ Mn et D
′ ⊂ D les images re´ciproques de l’ouvert C′n de sorte qu’on de´duit du diagramme
(10.1) le diagramme commutatif
D′ →֒ M′n
Y′
π
❄ ψ ✲ W′ ⊂ C′n
β
❄
(14.1)
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La diffe´rentielle dβ induit pour les faisceaux conormaux un morphisme de faisceaux alge´briques
cohe´rents au-dessus de Y′
ψ∗(N∗W′/C′n)
✲ π∗(N∗D′/M′n) (14.2)
Lemme 14.1. —
(i) On a R1π∗(N
∗
D′/M′n
) = 0 ;
(ii) le faisceau π∗(N
∗
D′/M′n
) est localement libre de rang 3, et sa fibre au-dessus d’un point
z ∈ Y′ s’identifie a` l’espace vectoriel H0(N∗D′/M′n
(z)) des sections de la restriction N∗D′/M′n
(z) du
fibre´ conormal N∗D′/M′n
a` la fibre π−1(z).
(iii) le morphisme de faisceaux localement libres ψ∗(N∗W′/C′n)
✲ π∗(N∗D′/M′n) induit par
l’application cotangente a` β est ge´ne´riquement surjectif.
De´monstration. Les assertions (i) et (ii) re´sultent du fait que le morphisme π : D ✲ Un−1×
P2 est un morphisme projectif lisse dont la fibre s’identifie a` la droite P1; en particulier, il est plat,
et de plus, la restriction du fibre´ conormal N∗D/Mn a` une fibre est isomorphe a` O(2). Le meˆme
re´sultat est e´videmment vrai pour la fibration D′ ✲ Y′ induite par π. Pour (iii) on conside`re
la fibre de π au-dessus du point z = (E, x0), ou` E est un fibre´ de Poncelet de Un−1 associe´ a` un
syste`me line´aire (Γ,Θ) sur la conique lisse C et x0 un point de P2 suffisamment ge´ne´raux pour que
les conclusions du lemme 12.4 soient vraies. Puisque la courbe de Poncelet βE est lisse, ce point
appartient a` l’ouvert Y′. Conside´rons la surface de Hirzebruch Σ associe´e et son image f(Σ), qui
rencontre D transversalement suivant la fibre de π au-dessus de z ; conside´rons la restriction du
morphisme a` la fibre π−1(z)
N∗W′/C′n(z)
✲ π∗(N∗D′/M′n)(z)
H0(N∗D′/M′n(z))
❄
L’application line´aire compose´e est surjective : en effet, si 3 points ai sont choisis sur la droite
projective P1 = π
−1(z) formant un repe`re, du fait que N∗D′/M′n
(z) = OP1(2), le morphisme de
restriction H0(N∗D′/M′n
(z)) ≃
∏
iND′/M′n(ai) est un isomorphisme. L’application line´aire compose´e
N∗W′/C′n(z)
✲
∏
i
N∗D/Mn(ai)
est la transpose´e de l’application line´aire ⊕i=1,2,3ND′/M′n(ai)
✲ NW′/Cn(z) induite par
l’application line´aire tangente daiβ aux points ai. Cette application line´aire se factorise suivant
le diagramme
⊕i=1,2,3ND′/M′n(ai)
✲ TsR
❅
❅
❅
❅
❅❘
NW′/Cn(z)
❄
ou` R est le coˆne quadratique de sommet s construit dans le corollaire 12.3. Compte-tenu de la
proposition 11.6, la fle`che horizontale s’identifie a` l’application line´aire ⊕iNΣ0/Σ(ai)
✲ TsR
induite par la diffe´rentielle de γ : c’est un isomorphisme. D’apre`s le lemme 12.4, la fle`che compose´e
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est injective. Donc la fle`che verticale est injective. Le lemme en de´coule, compte-tenu du fait que
Y′ est irre´ductible, et du fait que les points au-dessus desquels un morphisme de fibre´s vectoriels
est surjectif forment un ouvert.
Fin de la ve´rification.
Conside´rons le diagramme induit au-dessus de l’ouvert C∗n
D∗ →֒ M∗n
Y
π
❄ ψ ✲ C∗n
β
❄
(14.3)
dont on sait de´ja` qu’il est carte´sien au sens ensembliste. La condition (iv) de la proposition 13.1 est
satisfaite sur un ouvert non vide de Y; quitte a` diminuer au besoin l’ouvert C∗n, on peut supposer
que cette condition (iv) est vraie sur Y tout entier. Il en re´sulte que pour a ∈ D∗ la diffe´rentielle
daβ induit sur les espaces normaux une application line´aire ND/Mn(a)
✲ NY/Cn(π(a)) injective.
Par suite, l’espace tangent de Zariski en a au sous-sche´ma β−1(Y) est re´duit a` l’espace tangent
TaD. Ainsi, le sous-sche´ma β
−1(Y) est re´duit a` D∗ et la condition (ii) de la proposition 13.1 est
satisfaite. La condition (iii) e´tant vraie d’apre`s le lemme 10.5, nous sommes exactement dans les
conditions d’application de la proposition 13.1. Donc le morphisme β est ge´ne´riquement injectif.
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